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非 线性 科学 从 书 


出 版 说 明 


现代 自然 科学 和 技术 的 发 展 ,正在 改变 着 传统 的 学 科 划 分 和 
科学 研究 的 方法 .“ 数 、 理 ,化 、 天 、 地 、 生 ”这 些 曾 经 以 纵向 发 展 为 
主 的 基础 学 科 , 与 日 新 月 异 的 新 技术 相 结 合 , 使 用 数值 .解析 和 图 
形 并 举 的 计算 机 方法 ,推出 了 横 跨 多 种 学 科 门类 的 新 兴 领 域 ， 这 
种 发 展 的 一 个 重要 特征 ,可 以 概括 为 “ 非 " 字 当头 , 即 出 现 了 以 “ 非 ” 
字 起 首 而 命名 的 一 系列 新 方向 和 新 领域 , 其 中 , 非 线性 科学 占有 
RHEE REAM MARE” ERAT ARSE 
然 界 认识 过 程 的 螺旋 式 上 升 . 

曾几何时 , 非 线性 还 被 人 们 当 作 个 性 极 强 ,无 从 逾越 的 难题 
每 一 个 具体 问题 似乎 都 要 求 发 明 特 殊 的 算法 ,运用 新 颖 的 技巧. 
诚然 ,力学 和 数学 早 就 知道 一 批 可 以 精确 求解 的 非 线性 方程 ,物理 
学 也 曾经 严格 地 解决 过 少数 非 平庸 的 模型 .不 过 ,这 些 都 曾 是 多 
如 凤 毛 鳞 角 的 “手工 艺 "珍品 ,人 们 还 没有 悟 出 它们 的 普遍 启示 ,也 
没有 看 到 它们 之 间 的 内 在 联系 . 

20 世纪 60 年 代 中 期 ,事情 从 非 线性 现象 的 两 个 极端 同时 发 
生变 化 .一 方面 ,描述 浅水 波 运动 的 一 个 偏 微分 方程 的 数值 计算 ， 
揭示 了 方程 的 解 具有 出 奇 的 稳定 和 保守 性 质 ， 这 启发 人 们 找到 了 
求解 一 大 类 非 线性 偏 微分 方程 的 普遍 途径 , 即 所 谓 “ 反 散射 ”方法 . 
反 和 散射 方法 大 为 扩展 了 哈密 顿 力学 中 原 有 的 可 积 性 概念 ,反映 了 
这 类 方程 内 秉 的 对 称 和 保守 性 质 . 到 了 80 年 代 , 反 散射 方法 推广 
到 量子 问题 ,发 现 了 可 积 问题 与 统计 物理 中 严格 可 解 模型 的 联系 . 
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60 年 代 初 期 还 证 明了 关于 弱 不 可 积 保守 系统 普遍 性 质 的 KAM 定 
HE. 于 是 , 非 线 性 问题 的 可 积 的 极端 恒 清 楚 勾 划 出 来 ,成 为 一 个 广 
泛 的 研究 领域 ， 虽 然 这 里 的 大 多 数 进 展 还 只 限于 时 空 维 数 较 低 的 
系统 ,但 它 对 非 线性 科学 发 展 的 促进 作用 是 不 可 估量 的 . 

X 一 方面 ,在 “不 可 积 ” 的 极端 ,对 KAM 定理 条 件 的 “反面 文 
章 ”, 揭 示 了 保守 力学 系统 中 随机 性 运动 的 普遍 性 ,而 在 耗 散 系 统 
中 则 发 现 了 一 批 奇 怪 吸 引子 和 悍 坏 运动 的 实例 . 这 些 研 究 迅 速 地 
融 成 一 片 , 一 些 早年 被 认为 是 病态 的 特例 也 在 新 的 观点 下 重新 认 
识 . 原来 不 含有 任何 外 来 随机 因素 的 完全 确定 论 的 数学 模型 或 物 
理 系统 ,其 长 时 间 行 为 可 能 对 初 值 的 细微 变化 十 分 敏感 , 同 投掷 般 
子 一 样 地 随机 和 不 可 预测 . 然而 ,混沌 不 是 无 序 , 它 可 能 包含 着 直 
富 的 内 部 结构 . 

同时 ,由 于 计算 科学 特别 是 图 形 技术 的 长 足 进 步 ,人 们 得 以 理 
解 和 模拟 出 许多 过 去 无 从 下 手 研 究 的 复杂 现象 . 从 随机 与 结构 共 
存 的 渍 流 图 象 , 到 自然 界 中 各 种 图 样 花 纹 的 选择 与 生长 ,以 及 生 观 
形态 的 发 生 过 程 ,都 开始 展现 出 其 内 在 的 规律 如果 说 ,混沌 现 彰 
主要 是 非 线性 系统 的 时 间 演 化 行为 , 则 这 些 复杂 系统 要 研究 的 是 
非 线性 地 耦合 到 一 起 的 大 量 单 元 或 子 系统 的 空间 组 织 或 时 空 讨 
程 ， 标 度 变 换 下 的 不 变性 、 分 形 几 何 学 和 重 正 化 群 技术 在 这 里 起 
着 重要 作用 . 

在 由 上 述 种 种 方面 汇 成 的 非 线 性 科学 洪流 中 ,许多 非 线性 数 
学 中 早已 成熟 的 概念 和 方法 开始 向 其 他 学 科 扩 散 , 同 时 也 提出 了 
新 的 深刻 的 数学 问题 . 物理 学 中 关于 对 称 和 守恒 ,对 称 破 缺 , 相 杰 
和 重 正 化 群 的 思想 ,也 在 日 益 增多 的 新 领域 中 找到 应 用 .“ 非 线 
性 "一 词 曾经 是 数学 中 用 以 区 别 于 “线性 ”问题 的 术语 , 非 线 性 科学 
正在 成 为 医学 科 的 研究 前 沿 . 各 门 传统 学 科 中 都 有 自己 的 非 线 性 
篇 章 , 非 线性 科学 却 不 是 这 些 篇 章 的 总 和 . 非 线性 科学 揭示 各 种 
非 线性 现象 的 共性 ,发 展 处 理 它们 的 普 适 方法 . | 
— GEHGRUR RR LIEGE UR RR DP BOE EID URGE, 


何况 学 科 发 展 的 不 少 方面 还 未 成 熟 到 足以 总 结 成 书 的 地 步 . 于 
是 ,有 了 动员 在 前 沿 工作 的 教学 和 研究 人 员 , 以 集体 力量 撰写 一 套 
“ 非 线性 科学 丛书 ”的 想法 ， 在 上 海 科技 教育 出 版 社 的 大 力 支 持 
下 ,这 一 计划 得 以 付 诸 实现 . 

这 套 “ 非 线性 科学 丛书 ”不 是 高 级 科普 ,也 不 是 大 块 专著 È 
将 致力 于 反映 非 线性 科学 各 个 方面 的 基本 内 容 和 最 新 进展 ,帮助 
大 学 高 年 级 学 生 , 研 究 生 、 博 士 后 人 员 和 青年 教师 迅速 进入 这 一 跨 
学 科 的 新 领域 ,同时 为 传统 自然 科学 和 工程 技术 领域 中 的 研究 和 
教学 人 员 更 新 知识 提供 自学 教材 。 非 线性 科学 的 全 狐 将 由 整套 从 
书 刻 划 ,每 册 努 力 讲 清 一 个 主题 ,一 个 侧面 ,而 不 求 面 面 俱 到 ,以 免 
kaž. 在 写作 风格 上 ,作者 们 将 努力 深入 浅 出 ,图 文 并 茂 , 文 
献 丰 富 ;力求 有 实质 内 容 ,无 空洞 议论 ,以 真 刀 真 枪 脚 路 实地 武装 
读者 .从 读者 方面 ,自然 要 求 具备 理工 科大 学 本 科 的 数学 基础 ,和 
读书 时 自己 主动 胃 索 与 推导 的 习惯 

“ 非 线性 科学 丛书 ”的 成 功 ,取决 于 读者 和 作者 的 支持 ， 我们 
衷心 欢迎 批评 和 建议 ， 


部 柏林 
1992 年 4 月 30 日 于 北京 中 关 村 


Abstract 


In this book an introduction to Circle Maps is given. Topics in 
clude the fundamental properties and symbolic dynamics of circle 
maps. the scaling law for transition from quasiperiod to chaos. the 
bifurcation behavior and scaling law of supercritical circle maps. 
some examples for circle maps in physical reality. and the torus 
maps as a generalization of circle maps from one dimension to high 


dimension. 
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第 1 章 
圆 映 射 描 述 的 周期 与 准 周期 运动 


$1 圆 映 射 的 定义 


周期 外 力作 用 下 的 弛 豫 振 荡 是 一 种 名 见 的 基本 运动 形式 . 
例如 强迫 非 线性 振子 ， 外 加 周期 电流 下 的 约瑟夫 森 结 ， 外 场 驱 
动 的 电 和 此 密度 波 ， 耦 合 振荡 电路 ， 周 期 外 力作 用 下 的 贝 纳 德 对 
流 , 罕 房 结 驱动 下 心肌 的 搏动 , 一 定 条 件 下 自 激励 的 神经 元 等 . 
这 些 运动 通常 可 用 三 维 相 空 间 中 的 轨 线 来 描述 ， 如 按 外 力 的 周 
期 采样 ， 可 得 一 个 二 维 映射 ， 这 二 维 映 射 在 强 耗 散 极 限 下 成 为 
一 维 上 映射 ， 这 个 一 维 映射 就 是 一 种 圆 上 映射 . 

TARR 的 定义 是 : 由 满足 关系 式 


f(z+p) = p+ f(x) p€Z (1.1) 
AY SE eR XE f(x) 所 表示 的 映射 
x— f(x). (1.2) 


如 把 f(x) 写作 
f(z) = v + g(x), (1.3) 


W g(x) 是 zx AAR: g(x +p) = g). 由 于 g(x) J& JL RA PR 
数 ， 相 差 整数 的 > 可 以 看 作 是 等 价 的 ， (1.2) 也 可 以 写作 


T :z- f(x) (modl). (1.4) 


在 这 个 意义 上 ， 了 是 圆 到 圆 的 映射 S: — S, 简称 AMRS, tE 
称 庞 加 莱 映 射 . 映射 (1.2) 与 (1.4) 虽然 是 等 价 的 ， 但 (1.2) 是 实 
轴 上 的 映射 ，(1.4) 是 圆 上 的 映射 . 为 了 表示 这 种 差别 ， 称 (1.2) 
为 圆 映 射 的 提升 . 

(1.1) 还 可 推广 为 


f(z +p) =pN + f(a). | (1.5) 


其 中 N 是 整数 ， 称 为 相应 的 圆 映 射 (1.2) Bk (1.4) 的 拓扑 度 . 
N — 0 相当 于 一 种 区 间 映 射 . |N| > 1 的 映射 总 有 大 于 0 的 拓 
fME. N = -1 的 光滑 映射 总 是 通过 倍 有 周期 分 岔 到 达 混 沌 .最 
有 物理 意义 的 情况 是 N = 1, 它 描写 由 准 周 期 到 混沌 的 转变 ， 本 
书 着 重 讨论 N = 1 的 圆 映射 . 

被 研究 得 最 多 的 圆 映 射 是 标准 正弦 圆 映 身 


fo klz) = z +w -— (k/2n)sin(272). (1.6) 


它 所 描述 的 系统 是 周期 脉冲 沿 固定 方向 作用 于 其 一 定点 上 的 有 
摩擦 力 与 外 加 转 矩 的 转子 , 曾 作为 周期 强 EN 

迫 非 线性 振子 模型 而 提出 .考虑 如 图 1-1 

所 示 的 有 一 周期 性 脉冲 外 力作 用 于 其 上 OSS 

的 转子 UL. 它 的 运动 方程 为 ld 


dO 
= WwW 


dt — Ww, 


dw , 
y = 2 rE sin ĝó(t — NT). 


在 外 力 周 期 了 内 对 上 式 积 分 ， 得 
Iwn — wn) = rFosin n, Ongi — On = wai. 
适当 地 重新 定义 变量 与 参数 ， 上 和 式 可 以 与 为 
Jayi = Jn +ksinOn, Onyi — On = wntiT. (1.7) 


(1.7) 称 为 标准 映射 ， 是 保守 系 混沌 理论 中 有 现实 背景 的 最 基本 
的 上 映射， 是 任意 二 维 保 守 映 射 共 振 区 的 局 部 近似 ， 因 而 有 普 适 
意义 . 进一步 考虑 一 耗 散 系统 ， 设 转子 有 外 加 力矩 M 与 摩擦 力 
AB —'yw, 则 运动 方程 成 为 
d» 
" 
Id = 


W, 


M — yw + So rFo sin G6(t — nT). 


TE SER w = M/y+ Qe, 上 述 第 二 式 变 为 


7 一 一 = >》 rFoe"!/! sin 06(t — nT). 


对 运动 方程 积分 ， 得 
laT . 
I(2454,1— 24) — rFoet"" sin6,, 


I -yy 
64; — 0n  MT/y + Rn (1- eT T)eT "T, 
^Y 


My yn 
H an= (o —)e TT RA, 重新 定义 变量 与 参数 后 ， 得 


Jn4i — 1 = A(J4 — 1) — (k/20) sin(276,,), 


On41 = 6, + wt n+l — l. (1.8) 


rh A =e TT, w= MT/2ry, k x rFy YBH. X (1.8) 的 雅 可 
比 行列 式 为 
D(.J 1 0,41) — 
8(J,., On) 
所 以 入 为 映射 (1.8) 的 收缩 因子 . 在 强 耗 散 的 极限 情况 和 = 0, 
可 从 (1.8) 中 消去 J, 得 到 


^, 


045.1 6, +w — x sin(270, ), 


此 即 映射 (1.6). 由 推导 过 程 可 知 ，w 为 外 力 周 期 与 无 脉冲 外 力 
时 转子 周期 之 比 ， 太 代表 周期 脉冲 外 力 与 转子 的 耦合 强度 . 

当 f(z) 是 z 的 连续 单调 函数 ， 例 如 正弦 圆 映 射 (1.6) 中 的 
Jk} < 1 时， 可 对 f 的 序列 


Zn+1 = f(z4) (1.9) 
唯一 地 定义 转 数 
p(f) = lim (zn — zo)/n. (1.10) 


以 后 将 可 看 到 ， 它 与 初 值 ro AR. p(f) 是 转子 转 数 与 外 力 周 
HC E. ef) 是 有 理 数 时 ， 系 统 作 周期 运动 ， p(f) 是 无 理 
数 时 ， 系 统 作 准 周期 运动 . 当 f 由 单调 变 为 非 单调 时 ， 准 周期 
运动 首先 变 成 混沌 运动 ， 因 此 圆 映射 被 作为 由 准 周 期 向 混沌 转 
变 的 典型 系统 来 研究 ， 其 转变 临界 点 处 的 标 度 律 对 于 这 类 转变 
具有 普 适 性 . 

茹 厄 勒 (D. Ruelle) 和 塔 肯 斯 (F. Takens) 曾 提出 三 频 准 周期 
向 混沌 过 渡 的 机 制 PIS), 称 为 “ 通 向 混沌 的 茹 厄 勒 - 塔 肯 斯 之 
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a EN e a I 一 


Be. 其 论证 向 混沌 过 渡 的 思路 是 ， 三 频 准 周期 由 三 维 环 面 7 
描述 ， 如 以 其 中 之 一 的 周期 采样 ， 则 得 一 二 维 映射 ， 对 其 作 抗 
动 ， 可 以 产生 混沌 运动 ， 这 种 思路 与 前 面 所 述 的 论证 二 频 准 周 
期 向 混沌 过 渡 的 思路 相同 . 不 同 的 是 ， 我 们 的 研究 都 是 基于 物 
理 定 律 的 ， 物 理 规 律 的 基础 是 牛顿 力学 .牛顿 力学 中 的 一 个 上 自 
由 度 由 两 个 变量 描述 ， 因 此 二 频 准 周期 也 要 用 三 维 空间 摘 述 . 
这 样 ， 不 一 定 要 有 三 频 准 周期 ， 二 频 准 周期 也 会 过 渡 到 混沌 . 

以 后 将 可 看 到 ， 三 频 准 周期 向 混沌 过 渡 时 不 存在 标 度 律 . 
一 般 地 说 ， 标 度 律 具有 普 适 性 .二 频 准 周期 向 混沌 过 渡 时 具有 
标 度 律 ， 因 此 ， 对 它 的 研究 有 更 基本 的 意义 . 
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连续 单调 圆 映 射 是 可 逆 的 . Xp wR, iy ENS 
(H. Poincare)!4! 与 A. Denjoy®! 的 经 典 工作 , 已 有 了 透彻 的 了 解 . 
下 面 引 用 几 个 定理 表述 它 的 性 质 19. 

定理 1 对 单调 圆 映射 了 : x 一 f(x) (modl), FESH) 
值 zo 无 关 的 极限 (1.10), 即 转 数 p(f), 当 且 只 当 对 某 正 整数 n, 
f(z) 有 不 动 点 时 ， p(f) 为 有 理 数 . 

iE EREDA ro 使 极限 (1.10) 存在 . AER r € R^, 
HY HER m 使 


zo m «€ x € zot+m+l1l. 
因为 对 任意 n, fU? (a) 是 单调 的 ， 据 (13) 有 


f? (zo) +m € FM (x) 万 (zo) 十 到 十 荆 


让 n — oo, 即 知 初 值 为 x 的 极限 (1.10) 与 初 值 为 xo 的 极限 相 
A). 所 以 转 数 不 依赖 于 zo. 

现 证 对 某 些 zo, 极限 (1.10) 存在 .首先 考虑 fo)(z) 有 不 动 
Bf) (xo) = zo (mod 1) 的 情况 , BI f? (zo) = zo p, p 为 整数 . 
则 对 任意 整数 mm, 有 


fU" (ag) = co + mp. 
任意 正 整 数 n 可 表示 为 n=mg++i, EP q> 0, 于 是 
f™ (zo) = f? (zo) + mp. 


所 以 
f") (zo) — zo _ f (zo) — zo mp P 
n n mq tl q 


BD o(f) 存在 ， 且 为 有 理 数 . 
如 对 任意 正 整数 q, f(x) 无 不 动 点 ， 则 仍 应 有 整数 p 使 


r+p<fWr)<r+pt+l. 
为 简单 起 见 ， 设 zo = 0, 则 有 
p«f(9(0) «p-F1,  mp< f"9(0) < m(p + 1), 


所 以 
fU f|. 
mq q q 
这 里 m 与 4 是 任意 的 ， 所 以 极限 p(f) 也 存在 ， 且 对 任意 zo 都 
存在 . 
最 后 要 证 ， 如 p ABR, WHR EBM q, f(x) 有 不 动 
点 .首先 设 p=0 且 f(2)—2 £0. 可 假设 f(z) > 0, 那么 易 知 


6 


ff (0) 是 的 单调 增 序 列 ， 进 一 步 ， 可 知 f'™ (0) 有 界 ， 否 则 
p #0. 因此 fm(0) 存在 极限 ， 设 为 zo, 即 lim f™(0) = zo. 这 
ro 就 是 f(z) BJ HIE: jzo) = zo. 
如 p 为 有 理 数 ， 可 构造 g(x) = f(9(0) — p, 其 转 数 为 0, 可 以 
利用 上 面 特例 的 结 Hk. 因此 有 T0, 使 f" (z0) = = ro + pP. Ci. 
为 了 讨论 映射 的 连续 性 ， 定 义 上 映射 间 的 距离 


dist (f, f2) = sup dist (fi(2), folx)) + sup dist (f? (æ), fy (2). 
resi rES! 


(2.1) 
定理 2 of) 是 的 连续 函数 . 
证 明 设 有 = > 0, REL KS 1/e 与 整数 p, 使 
/ P < plo) < PE. (2.2) 
据 (2.2), 对 任意 xz 有 
T+p< KP (x) <x2+pt+l. (2.3) 


否则 ， 将 可 找到 zo, 使 FO (zs) = zo +p gk f (£0) = zo + ps1. 
使 p( fo) = 或 = PEL 这 与 假设 (2.2) 矛盾 ， 因 此， 存在 使 


vesci tepeten 
iR (2.1), 存在 了 与 5> 0, 使 dist (fo, f) < ô IH 
1f (2) — f$? E) < m. reR 
对 这 样 的 f, 有 
p«f(zx)-z«p-t. 
所 以 ， 有 


(n) 
P dm I^ QPtY 
k noo k 


即 
f£ (a) 


1 
lim ~~ — p(fo)| < = « e. D 


nə% n k 
对 于 圆 映 射 (1.6), p Æw 5 k RKR o = p(w,k). 定理 2 
表明 ， 当 |k| X 1 E] p(w, k) ew 53 k WE R AC 
对 于 准 周 期 或 混沌 轨道 ， 可 以 定义 S 的 不 变 测度 . 首先 定 
X S! 的 分 布 函数 


NEEN 
p(z) = lim = 2. 6(z — En). (2.4) 
在 映射 :zx 一 f(z) F, tn > tnry, 因此 pl(z) 在 映射 f 下 是 不 

变 的 : Tp(z) = p(x). 据 (2.4), 可 定义 不 变 测度 
u(dz) = p(x)dz. (2.5) 
定理 3 (1) Wf) 是 无 理 数 , 则 存在 连续 映射 $ :51 一 51， 

$(f(z)) = R,(¢()), 
将 f 变换 为 转动 

Rrz=z+p(f) (mod1). (2.6) 


(2) 当 且 仅 当 任 一 ze 51, f(x) dE S! LAEN, 是 S! 
至 目 喘 的 一 一 映射 . 

WEAR (1) 选择 8(z) = py([0,z])， 对 任意 21,22,83 € S1, 有 
(Eis zal) = (llei, z2]) + leazal)) (mod 1)， 这 里 ， 当 5 < a 
时 ， [a,b] 表示 [a, D) U [Oo, b]. 由 此 得 HAER res, 有 


$(f (z)) =p(10, f(2)]) = (0, f(0)]) + pl{f(0), f(z)])) (mod 1) 
8 


=(u([0, f(0)]) + 4(10,2])) (mod 1) 


=(ġ(x) + $(f(0))) (mod 1). 
此 即 所 要 求 的 简单 转动 . 现 证 6(f(0)) = oCf£). 据 测 度 的 不 变性 ， 


é(f(0)) —4(0, £(0)]) = u(Lf (0), fO (0))) = --- 
=t ulo, fOO) = lim Luo, f" ()) 


(n) 
= lim LO) pf). 


定理 第 一 部 分 得 证 . 

(2) 因为 f(z) 稠密 且 i([0,z]) 是 严格 单调 的 ， 所 以 gle) 
是 连续 单调 的 ， 即 51 S! 的 一 一 映射 . = 

对 于 连续 可 徽 映 射 ， 上 述 定理 可 陈述 得 更 为 明确 .这 时 ， 
有 Denjoy 定理 : 

Denjoy 定理 具有 无 理 数 转 数 p(f) WARI f(z) 在 S! 
上 有 连续 导数 f(x) > 0, HInf'(z) dE (0,1) 内 有 界 ， 则 f Hth 
AX gu T eJ Rp, 

$(f(x)) = Ro(9(z)). (2.7) 


WERA 据 定理 3, 只 要 f(x) 在 S! 上 稠密 ，Denjoy 定理 就 
R. 用 反 证 法 . BA Ao 区 间 不 属于 极限 集合 p = {f (x0)}, 
WW Ao H k 次 映射 A 也 不 属于 p (其 中 = 0, 土 1,…). 并 且 ， 如 
A ki ko, W An, A Ak. 如 Inf'(z) AA, WTA A, WAR, 
XE, Ak 的 长 度 之 和 可 任意 大 ， 这 显然 不 对 ， 因 此 p= St. W 
定理 3, 有 9 使 (2.7) 成立 HOG BS Bm. o 

rH Denjoy 定理 的 证 明 可 见 ， 具有 无 理 数 转 数 的 单调 光滑 贺 
映射 在 S! 上 是 遍历 的 ， 极 限 集合 即 是 S. 具有 有 理 数 转 数 光 
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滑 圆 映射 的 极限 集合 只 是 有 限 个 点 .Denjoy 定理 的 男 一 个 直 
接 推论 是 ， 具有 无 理 数 转 数 的 可 逆 圆 映射 的 李 雅 普 诺 夫 指数 为 
0. 这 是 因为 拓扑 共 斩 变 换 保持 李 雅 普 诺 夫 指数 不 变 ， 而 转动 Ro 
是 一 线性 圆 上 映射， 其 李 雅 普 诺 夫 指数 为 0. 


53 法 里 树 的 数论 与 法 里 序列 的 符号 表示 


标准 正弦 圆 映 射 (1.6) 的 拓扑 性 质 与 标 度 律 具有 普 适 性 . 本 
书 许多 地 方 都 以 它 为 例子 来 进行 讨论 . 对 圆 映 射 (1.6) 来 说 ， 随 
参数 k 值 的 增加 (在 |k| < 1 TET), v 轴 上 有 理 数 转 数 p(f) = 
p(w, k) = p/q 所 占 的 区 间 越 来 越 大 .而且 Bh, KARA. 有 
理 数 的 法 里 树 组 织 能 反映 这 种 特性 UI, 法 里 级 越 高 ， 9 越 大 ， 
w 轴 上 所 占 区 间 越 小 . 

法 里 树 用 法 里 和 来 构造 . 设 p/g 与 p/q 是 分 子 与 分 母 互 质 
的 两 个 有 理 数 ，“ 法 里 和 ”运算 @ 的 定义 是 


f t 
p.p ptp 
-07 = 7 (3.1) 
q q qt+q 
CC i 
B 
1/3 2/3 
—— prs 
1/4 2/5 3/4 
AN YN AN / N 
17 2/7 1/8 3/7 7 5/ 4/8 
LY AS ‘VANA AN AN IN KR 
16 2/9 3/11 3/10 4/11 5/13 8/12 4/9 5/9 7/1? 8/13 7/11 7/10 8/11 7/9 5/6 
H 3-1 
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定义 0/1 5i 1/1 为 法 里 树 上 的 -1 级 元 素 ， 则 由 (3.1) 得 法 
里 树 上 0 级 的 元 素 0/1@1/1 = 1/2. 再 利用 (3.1) 于 已 有 的 相 令 
有 理 数 对 上 ， 得 1 级 元 素 0/101/2 = 1/3 与 1/26 1/1— 2/3. 如 
此 继续 下 去 ， 得 到 如 图 3-1 所 示 的 法 里 树 . 

易 见 ， 法 里 树 上 p 的 分 子 与 分 母 互 质 且 只 出 现 一 次 . 不 
it 一 1 级，n SUB 2" 个 元 素 ， 关 于 中 线 对 称 的 相应 两 元 素 之 和 
为 1. WE, k RERAMA 27. 

一 个 有 理 数 可 用 有 限 连 分 数 表示 : 


p/q = [no, m, n ny] = 1/(no + 1/(n1 +1/(n2 +--> ))» (3.2) 
根据 这 个 定义 ， 连 分 数 有 两 个 等 价 的 表示 
nonis e eny] = [no ,nN — 1, 1]. (3.3) 


图 3-1 的 法 里 树 可 以 用 连 分 数 表 示 成 图 3-2. 


tol 
[21 


i3] 


[4] (2, 2] [1, 1,2) [1,3] 
151 [3, 3] [2,1, 2] 12,3] [1,3] ft, 1.1, 2] [1, 2, 2] 11,4] 
16114,2113. 1, 2113, 3112, 1,3112, 1. 1, 2112, 2,2]12, 411, , 4111, 1,2, 215 05, 5, 5, 1, 21 EL. 1. 1311, 2,311, 2, 1,21 1.3, 210 1,51 
图 3-2 


由 图 3-2 可 见 ， 法 里 树 上 nn 级 元 素 的 连 分 数 表示 的 m 之 和 
都 为 2n — n2. 在 法 里 树 上 ， 由 上 一 级 到 下 一 级 ， 任 一 数 
(EF) 生成 两 个 数 ( 女 ), 相应 的 连 分数 之 间 由 下 述 规则 联系 : 
规则 0 [noni nw] > [no, mi, ,ny + 1], 
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规则 1 [noni nyn] > Ino, my, n — 1,2]. (3.4) 
这 两 个 规则 应 交错 地 运用 ， 任 一 级 上 其 排列 的 顺序 是 
O110011...... 0110. 


对 法 里 树 上 的 元 素 x, 还 可 以 定义 法 里 地 址 Bel. 每 一 母 
亲 的 两 个 女儿 ， 左边 的 以 0 表示 , 右边 的 以 1 表示 ， 空 对 应 1/2, 
例如 Bp(1/2 = () 为 0 级 元 素 ， Br(1/3) = (0) 为 1 级 左边 元 
X, BF(2/3) = (0 为 1 级 右边 元 素 ， Bp(3/8) = (0,1,0) 为 3 级 
元 素 ， 由 1/2 到 达 它 的 路 径 为 : 左 ， 右 ， 左 . 对 1/2 的 对 称 性 可 
Bp(z) = (Io, f, ttt da), 
Bg(1—-2)—(1—19,1— Fh,--:,1— Iw). (3.5) 
定义 Bp 的 道 算 符 br BLZ, 
z = bplIy,--+,In). (3.6) 


例如 be() = 1/2, br (0,0,1) = 2/7. 下 面 定 义 一 个 移 位 算 符 ， 当 
转 数 p» 1/2 时 ， 如 果 


p — pfq = bg(1, h, I2,---, In), (3.7) 

则 由 图 3-1 可 见 
bF 人 五, 有 三 2 一 1/pi (3.8) 

对 p< 1/2, in R 


p= p/q = bp(0, 1,15, , Ik), (3.9) 
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"X 


则 
br (lh, I2,-++, Ik) = efl — p). . (3.10) 
合 在 一 起 ， 如 定义 算 符 tf 对 转 数 o 的 作用 为 
(9) = | E = o1Q 一 p)， 如 果 p <1/2; O39 
t(p-2-—1/p 如 果 p>1/2， (3.11b) 
则 它 对 法 里 地 址 有 移 位 的 作用 
t” (br(lo, D, )) = be(hIo,-- ). (3.12) 
如 果 定 义 对 称 算 符 r(z) = 1 — z, 则 易 见 有 对 称 关系 


rr(z) =x, rtbr-ti, rtfr=t. (3.13) 


利用 移 位 算 符 (3.12), 可 以 由 p HAREE Brelo) = 
(Jo, Di, D5,-:-, In): W k= 0 Hf po = p, A px x 1/2, lll pk < 1/2 
WW I, = 0, BA p, > 1/2 W I, = 1, ib pear = tt (ox), 3S EBD 1S 
Br(p), 如 p = 1/2 即 终止 反之， 给 定 Uo, h, 12,7, In) 也 可 
算出 p = bE(, D 12,- Ie: 把 上 述 过 程 倒 过 来 ， 设 大 = 六 时 
p=1/2 对 大 由 六 至 0 如 天 =0 则 pV+m — p, Bi 7, — 1 tj 
1/(2—p)—5 p, Z Kk 208 p, KE p 的 变换 是 17 SH. 定义 法 


HR XB E 
n-(* >) 与 m= (1 D) (3.14) 
可 见 
n(7)-(,*,). m no -ue-» ausa 
Fo (2) = ( 7, ) > BR Fo(p) = p/(1 +p). (318b) 


于 是 ， 由 (lo, 11, 12,---, IN) 求 p= be (o, fi, I5, , Iw) = p/q 的 
过 程 ， 可 由 下 式 给 出 : 


(4) = Fp Fy, FL (à) (3.16) 


现在 可 以 给 出 连 分 数 表示 与 法 里 地 址 表示 之 间 的 关系 . 定 
XXE St BAB D RETE ta (o) = 1/p - n, 利用 (3.11) 可 以 把 它 表 示 为 


tof = rt (ty). (3.17) 


ix Ber TY EX (3.11) 中 的 上 标 F. ux t= [no, ni, -- +, Nn], it 
然 ， 这 个 连 分 式 满足 


tJ tt (x) = 0. (3.18) 
利用 (3.18) 与 (3.13), 得 
(t1) "7 -- + [(to)"* (6:)"*][(£9)"? (£:)"*](to)"9 7! = 0. (3.19) 


因为 根据 (3.3), 总 可 以 把 连 分 式 表 示 写 成 为 偶数 位 的 , 所 以 (3.19) 
中 已 设 NOUS (加 0 指标 位 ， 总 长 度 为 偶数 ). 最 后 一 个 因子 
rtir = to 作用 在 0 上 仍 为 0, 已 经 去 掉 . (3.16) 表明 一 次 移 位 to 
Ik t 对 应 法 里 地 址 中 的 一 个 元 素 ， 因 此 由 (3.19) 得 连 分 数 与 法 
里 地 址 之 间 的 对 应 关系 : 


[no, M1, na ny] €— (0797! (171072)(1"730?3)...1"7*-1), (3.20) 


其 中 NN 是 奇 的 , 上 标 表示 0 或 1 的 重复 数 . 由 此 , 不 用 图 3-1, 也 
可 由 p 直接 算出 其 法 里 地 址 . 例如 p= 3/8 = [2,1,2] = [2,1,1, 1], 
由 (3.20) 得 Br(3/8) = (0,1,0), 与 图 3-1 一 致 
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A te RR Re i pe pe ionio Rma ses a WA ae a n 0 cm e em 


41€ 


最 后 ， 我 们 要 研究 以 下 法 里 序列 中 轨道 的 符号 表示 .如 图 
3-3 pan. 

ft mod 1 Z FRR a INL, WAR 5j L. 一 个 R 字母 表 
4j«--IX mod 1 作用 ， 所 以 转 数 可 表示 为 


p = nn/(n, + nn). (3.21) 

其 中 np 与 na 分 别 是 工 与 R 上 的 点 

数 . 图 3-3 轨道 的 符号 表示 为 RL? RL, = 

p= 2/7. 法 里 序列 轨道 的 符号 表示 不 

随 映 射 由 线性 变 成 非 线 性 而 变化 ， 因 

此 很 容易 由 线性 圆 映 射 图 求 得 轨道 的 CC 

符号 表示 . 根据 (3.14) X5 (3.15) 式 o 

及 图 3-3, 可 以 提出 如 下 一 个 关于 符号 

的 法 里 变换 ， Bj 3-3 


Fo: RRL, L >L; (3.22a) 
Fy: RR, L-> RL. (3.22b) 


这 个 变换 刚好 使 转 数 (3.21) E (3.14) 所 示 的 逆 变换 .因此 与 
(3.15) 对 应 ， 法 里 地 址 为 o, Dh, IN) 的 轨道 的 符号 表示 为 


Fi Fr, tt FIN (RL). (3.23) 


RI Rd 
Ri RI. RI. ROLE, Rod 
Ry REO ORI RI (RI 2 (KE ) (uU) (RE: RI BILE Lo HMM 


图 3-4 
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直接 作 图 与 严格 的 符号 动力 学 都 证 实 了 这 个 结论 ， 图 3-4 给 出 
了 法 里 序列 中 开头 几 级 元 素 的 也, 工 符号 表示 . 


84 正弦 圆 映 射 参数 平面 上 的 相 结构 


本 节 以 正弦 圆 映射 为 例 ， 介 绍 其 参数 平面 (w,k) 上 的 锁 相 
结构 9). 圆 映 射 (1.6) 的 p/q 周期 轨道 z1,7z2,…,zo = 0i p 的 
稳定 性 条 件 是 


d Ti 
[xe = Jise <1 (4.1) 
稳定 区 的 边界 决定 于 
df (z; 
| 7 (4.2) 


为 了 求解 稳定 区 边界 ， 还 要 利用 周期 轨道 条 件 


fA (as) = £; + p- (4.3) 
定义 函数 
gi(z,w) = fer (m) — 7—p, 
g2(2,w) = - |e) — 1, (4.4) 
_ { 92,4) 
g(x,w) = (ae 2) . 


对 给 定 的 kw HE p/a 轨道 的 稳定 区 边界 决定 于 
g(x*,w") = 0. (4.5) 
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ape Bea PERAR. | 人 | = «57. Xu a 号 对 应 
of pa KAMENE. FEE Aoo 表示 这 区 间 ， 在 
Aw(p/q) 中 存在 超 稳定 的 p/a 轨道 ， 它 由 


df (zi) 
WAE) ja) s ep m 


确定 . 
下 面 以 0/1 轨道 为 例 ， 计 算 其 稳定 区 边界 与 超 稳 定 轨道 . 
这 个 例子 可 以 解析 地 求解 ， 求 解 (4.5), 并 消去 x1, 得 


1 ~ y k? — (2mw)? = +1. (4.7) 


HEC foo sm a See) - (D). 


Wi. MEe2M, A«0/0-(-z.) 当 k>2 时 ， 稳定 
区 分 成 两 个 区 间 

son- (- Ei D) ) 

Aw(0/1)R = (+ = 1 - Ey. zy, (4.3) 
起 稳定 轨道 位 于 


"mE (>y - (=). (4.9) 


(w,k) 平面 上 由 Ac(0/1) = ( — 5. 5—) 给 出 的 区 域 ， 称 为 转 数 
为 0/1 的 阿 诺 尔 德 舌头 ， Aw(0/1), 与 Aw(0/1)a 给 出 的 区 域 是 
转 数 为 0/1 的 稳定 区 . 

对 不 可 道贺 映射 (BD (1.6) B9 k > 1 时 ), 当 了 给 定 后 p(f) 还 
是 初始 值 z 的 函数 ， 不 同 的 z 有 不 同 的 转 数 p = p(f,z), REE 
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引入 转 数 区 间 的 概念 .定义 非 减 映 身 
f.m) sup f(r), fe) = imf f(2). (4.10) 
jg $2 的 定理 ， 它 们 都 有 唯一 的 转 数 p(f_) 与 p(f1). 显然 ， 有 
Pp(f-) € pf, 2) S plf+). 


[o(f-), e(f+)] 称 为 映射 f 的 转 数 区 间 ， 显然， 次 临界 圆 上 映射 
(|k| < 1) 的 转 数 区 间 是 一 个 点 p(f-) = p(f4). RBA p/a 的 阿 诺 
尔 德 和 埋头 中 转 数 pl z) 与 zz 无关 的 区 域 , 即 p( 广 ) = o(f4) = o(f) 
的 区 域 ， 称 为 锁 频 区 . 

所 有 不 同 转 数 的 阿 诺 尔 德 舌 头 都 有 相似 的 结构 .图 4-1 给 
出 了 周期 3 以 下 的 阿 诺 尔 德 舌头 中 的 稳定 区 ， 对 0/1 与 1/1 轨 
道 ， 还 给 出 了 其 倍 周期 轨道 的 稳定 区 . 图 41 表明 了 圆 映 射 两 
种 对 称 性 .由 (1.6) 式 ， 很 容易 证 明 


p(w +n, k) = p(w, k) 4- n, (4.11) 
KP n 是 整数 。 (4.11) 表明 (wk) 平面 的 结构 具有 周期 性 , 这 个 


性 质 是 所 有 圆 上 映射 都 具有 的 . 另 一 性 质 是 下 述 的 反射 对 称 性 . 
据 (1.6), 有 


f'9(8,1-w) = q + fO(6,-w) = q — f'(-0,w), 
E (f°? (—O, 1 一 w) + 00)/9g 二 了 一 (f (05, w) m 8o)/q, 


B 
p(1 — w,k) —1-— plw, k). (4.12) 


它 也 是 法 里 树 的 对 称 性 . BE 4-2 给 出 了 阿 诺 尔 德语 头 4 、 锁 频 
区 工 与 稳定 区 S 之 间 的 关系 . 
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i H iaee e a a 


特别 值得 注意 的 是 ， 在 上 = 0 时 ，w 轴 上 有理 转 数 的 测度 
Hp Sr Ah FE BB RE, BEA 0. 而 在 人 = 工时， forle) 在 
临界 点 处 有 三 次 拐点 ， 有 大 的 fel) axo RR, EARR 
KEE Aw(p/q) 的 总 测度 》 Ao(p/g) = 1, 无 理 数 转 数 的 测度 
则 为 0. 在 k= 1/2 时 ， 有 理 数 转 数 与 无 理 数 转 数 的 测度 儿 乎 相 
等 .在 图 4-2 中 也 给 出 了 与 无 理 数 转 数 相应 的 阿 诺 尔 德 舌 头 . 
无 理 数 转 数 的 阿 诺 尔 德 舌 头 可 视 为 有 理 数 转 数 的 阿 诺 尔 德 舌 头 
的 长 周期 极限 ， 它 的 稳定 区 与 锁 频 区 都 趋向 宽度 为 0 的 线段 . 
因此 K > 1 时 无 理 数 阿 诺尔 德 瑞 头 中 最 先 出 现 混沌 运动 ， 太 = 1 
是 准 周 期 同 混沌 转变 的 临界 点 . 


85 转 数 区 间 、 阿 诺尔 德 舌 头 、 
双 稳 和 拓扑 混沌 


84 在 定义 转 数 区 间 时 ， 引 入 非 减 圆 映 射 广 (z) 与 广 (z), 如 
图 5-1 Bros. 为 了 对 转 数 区 间 进 行 深入 研究 ， 我 们 定义 一 般 的 
ERAR fa), CE mi, 与 mo, 之 回 是 一 平台 ， 在 [m 2,] 
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之 外 与 Az) 相同 . x, € [0, mi], z2, € [ma. 1j, 由 下 面 的 方程 式 
确定 : 


f(zi,) = f(z2,) = f(ma) + u(f(mi) ~ f(ma)), (5.1) 


其 中 yp € (0,1). 显然 有 fi(r) = fi(z), folz) = f-(c). JEUX IIR 
射 有 唯一 的 转 数 ， 对 f(x) 的 研究 可 加 深 我 们 对 f(z) 轨道 的 认 
iH. 

存在 唯一 平台 区 的 非 减 圆 映 射 | 
h(r) 具有 下 述 性 质 09: 如 果 其 转 fo) | 
数 为 有 理 数 p/q, 则 有 一 p/q 轨道 其 | 


Ana ] 
轨道 点 不 落 在 平台 区 ; 如 果 其 转 数 NJ 


为 无 理 数 ， 则 由 平台 区 出 发 的 轨道 " 


十 一 


不 再 可 能 经 过 平台 区 ， 这 个 性 质 可 
以 用 反 证 法 来 证 明 . du I = [ec | 


十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


为 平台 区 ， Lish BO xo 
的 i KARR. 如 果 有 p/q 轨道 与 -— 


不 相交 ， 则 定理 不 需 证 明 ， 因 此 设 

ADT) eT. 易 见 了 六 Tu 两 两 互 不 相交 ， 因 为 如 果 
TiNT ;08 且 7>i 则 有 周期 为 7 一 i 的 周期 轨道 ，j 一 i < aq 
RRP. 因此 轨道 点 pie) ET KL, 为 了 右边 紧邻 
了 的 区 间 ， 因 为 产 是 连续 非 减 的 ， 必 有 


h* ([za, h 7 (21)]) 2 [za h ?(z1)], (5.2) 


所 以 在 [za, h 7 (z1)] AS p/a 周期 轨道 . 对 于 无 理 数 转 数 ， 如 由 
平台 出 发 的 轨道 又 回 到 平台 ， 必 是 有 理 数 轨道 ， 因 此 是 不 可 能 
HJ. 
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f(z) 的 转 数 与 f(x?) 的 转 数 的 关系 是 : plo) = p-(7)， 
pfi) = p+ (Ff); 对 每 一 个 pJq € p(f) LA n € [0,1] E ef.) = p/a 
相应 地 , 如 果 p/q E olf), WI f 必 有 与 区 间 (mi, ma) 不 相交 的 p/q 
司 期 轨道 ， 如 有 无 理 数 a € plf) Wf 也 必 有 与 区 间 (mi, m) 不 
相交 的 转 数 为 a 的 轨道 . 如 plf) = o, 则 必定 有 由 m 或 ma 
点 出 发 且 与 区 间 (mom: 不 相交 的 轨道 . 由 此 可 见 ， 转 数 区 间 
内 的 轨道 都 是 允许 的 ， 当 然 ， 它 们 之 中 大 部 分 都 是 不 稳定 的 . 
转 数 区 间 内 的 轨道 最 多 只 有 两 条 是 稳定 的 ， 它 们 对 应 于 以 f(z) 
的 两 个 极 值 点 为 初 值 达 到 的 极限 轨道 . 

图 5-2 给 出 转 数 为 p/a- 阿 诺 尔 德 的 舌头 中 锁 频 区 与 g(x) = 
f? (z) — p 的 极 值 位 置 的 关系 . 当 g(x) 的 两 个 极 值 都 在 由 glr) 
的 两 个 不 稳定 不 动 点 确定 的 方 框 之 内 时 ，f 是 锁 频 的 ，p(f) 是 
一 个 点 . 锁 频 区 的 边界 决定 于 mi 或 mo 的 映 人 象 为 不 稳定 不 动 
A EMEK, HRK (小 ) 点 mi(m2) 的 邻 域 出 发 的 轨道 仍 被 
REJEA, RAPER p/q, gle) 的 分 岔 行为 与 单 峰 映射 的 分 
岔 行为 相同 ， 也 可 能 有 混沌 轨道 ， 其 转 数 也 是 p/a. 对 于 无 理 数 
转 数 的 阿 诺 尔 德 舌头 ， M* 区 的 宽度 趋向 0. 转 数 较 大 的 阿 诺 
AER GE HJ M+ 分 支 可 与 转 数 较 小 的 任 一 阿 诺 尔 德 舌头 的 M 
Hm 


DH [DH+ 不 可 得 映 旬 
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分 支 相 交 . ABE ABER £F ELE AY BS BS FEAR PRT GR] M AT) 
tj M*(M*) MBA. 

对 于 正弦 圆 上 映射， 在 锁 频 区 内 ， g(x) 的 倍 周期 分 贫 是 完全 
的 ， 其 分 岔 行为 与 立方 映射 相同 ， 倍 千 期 分 贫 区 的 拓扑 炉 为 0. 
因此 关于 拓扑 混沌 有 下 述 定理 1: JESAR E SE d RE BI HR TIRE A 
0; 具有 非 平 良 ( 即 不 缩 成 一 点 的 ) 转 数 区 间 的 连续 加 ADU iE 
AS Seth; XT BUB E S ICT, WE RRA a 2" ERAI 8) 91A 
itt, BORA 0; 如 果 周 期 轨道 非 g:2 FSR, WWE RA T 
0; FEL Fe BESUCHER BrU AE 3 Vi xe Gc ER ST BS dn dS y o. fN 
ERRE. 可 以 得 到 如 图 5-3 rp AX 3 na ros YS E DEZ 
界 . DD 是 倍 周 期 9 2 锁 频 区 的 边界 ， 在 它 之 下 只 有 gg:2” 膨 
期 轨道 ， 而 无 其 他 形式 的 周期 轨道 图 中 阴影 区 的 所 扑 精 为 0. 
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圆 映 射 的 符号 动力 学 


56 周期 轨道 的 符号 表示 


我 们 知道 ， 根 据 符号 动力 学 ， 可 以 利用 少数 几 个 符号 来 表 
示 轨 道 的 拓扑 性 质 ， 符 号 与 轨道 之 间 有 一 一 的 对 应 关系 ， 从 而 
对 系统 的 轨道 作出 完全 而 且 系 统 的 描述 . 关于 圆 映 射 的 符号 动 
力学 ， 在 本 丛书 的 《实用 符号 动力 学 》12 一 书 中 已 有 详细 的 论 
XR. 本 章 将 从 另 一 角度 , 即 用 圆 上 映射 的 提升 形式 (1.2), 而 非 (1.4), 
来 给 出 主要 轨道 的 符号 表示 ULES) 这 样 作 的 好 处 是 更 为 直观 ， 
FSIS TRAN RN ER. 我 们 将 只 着 重 于 讨论 稳定 
轨道 ， 它 们 可 以 用 超 稳 定 轨道 的 符号 表示 . 

[ea] HR EY (1.6) TE n + 5— arccos = < £< ndl- arcos; 内 
有 正 的 斜率 ， 落 在 这 种 区 间 内 的 轨道 点 以 已 表 之 ; dn-1- 
二 arccos = «rcnt = arccos 7 内 FEARR, AAH 
BALAN XC. 5j 1H HOS P HS WPA. k>1 
时 ， 稳 定 周期 轨道 必 通 过 临界 点 的 邻 域 ， 所 有 稳定 轨道 都 可 以 
按 遂 过 临界 点 的 超 稳 定 轨道 来 分 类 . 因此 我 们 规定 轨道 由 极 小 
值 mo 或 极 大 值 Mo 出 发 . 一 条 转 数 为 n/a 的 周期 轨道 可 表示 
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为 
Win = Onin Ono_iNp 或 Wm = On Ing Ongi Mp, (6.1) 


其 中 myp(Mp) 表示 mo(Mo) 之 后 的 第 p 个 极 小 值 UR AA); FER 
n; 表示 mo(Mo) 之 后 第 n PE ( 峰 ) 的 位 置 ， 即 n; 4 (E) 两 边 
的 PN 分 别 记 为 Prio Nn;- 

参数 空间 中 相 结 构 的 周期 性 (4.11) 可 表示 为 


Omni+lCn2z 十 2 Ono-1+g—1i pq ~ In Ona 0m, Mp, (6.2) 


seh 


On, 10n242'^ On, 1+q-1Mp+a © 0n,055 On, 1 My. (6.3) 
反射 对 称 性 (4.12) 可 表示 为 


On On On, Tp O-n; -na °° ‘O-n M-p 
ZOl-nı02-n3 ''" Oq-1—n, 1 Mq- p. 

(6.4) 
利用 性 质 (6.2) 式 、 (6.3) 式 与 (6.4) 式 ， 可 以 只 研究 w (0,1) IX 
间 内 经 过 f(0) 极 小 点 (或 极 大 点 ) 的 轨道 ， 其 他 超 稳 定 轨道 可 以 
通过 等 价 关 系 得 到 . 

Sw 给 定时 ,， 随 着 上 值 的 增加 ，/f(9) 曲线 的 极 小 值 降低 ， 

任 一 通过 极 小 点 的 周期 轨道 ， 为 了 保持 其 模式 (6.1), 要 通过 增 
加 o 来 提高 极 小 值 ， 因 此 ， 在 (wk) 面 上 ， 经 过 极 小 点 的 超 稳 
定 轨道 曲线 有 正 的 斜率 反之， 经 过 极 大 点 的 赵 稳 定 轨道 月 负 
的 斜率 . 根据 这 个 性 质 ， 我 们 以 在 w 轴 土 的 顺序 规定 轨道 的 顺 
FF. 对 于 通过 极 大 点 的 轨道 ，w”: 轴 上 的 顺序 与 天 轴 上 的 顺序 一 
KR, WADA) AN PGR, AHR. 
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对 于 通过 mo(Mo) 的 轨道 ， 规 定 
P,(Nn) > Ní(G). (6.5) 


字母 N 具有 负 宇 称 ， 一 个 字 如 果 含有 奇数 个 N, WMATA SE 
Fe, BRE AS. 两 条 轨道 


> 1 DN 1 
Win = Onna Ing TIO, 或 Win 一 On! Ons ' In P (6.6) 


如 果 其 前 i 个 符号 (i < gq 一 1,4' 一 1) 完全 相同 ， 则 规定 
如 Oni0n4 ^" In; 为 偶 且 Ni+1 > Nay (ni+1 < n; 1) 或 Te] = 
ni 而 Oniz 一 Nas O5. 一 Prizas 则 
W2W' (W<W’); (6.72) 
如 On, Ing ^^^ On; AH Dip] n; 1 (nis < ni,i) 或 Tipi = 
Dil 而 Onit1 一 Pris: Trias 一 人 ni my 


W «W' (W » W^. (6.7b) 
这 种 比较 只 当 两 条 轨道 都 是 由 ro(Mo) 出 发 时 才 有 意义 . 由 mo 
出 发 与 由 Mo 出 发 的 轨道 之 闻 不 好 比较 ， 它 们 的 相互 顺序 与 R 
值 有 关 . 
定义 移 位 算 符 
SOn Onat: On,- Tp = Ong Ong Mp, (6.8) 
则 超 稳定 轨道 的 允 字 条 件 可 表示 为 
S*'Wu < Wy, k=1,2,---,q-1 
S*W,, < Wm, k=1,2,---,q-1 (6.9) 


25 


满足 允 字 条 件 的 字 都 对 应 一 条 存在 的 超 稳定 争 道 ， 其 在 参数 于 
ui F-IBSum Ny d4 {6.7) 式 确定 . 


87 法 里 序列 的 符号 动力 学 


贺 映 射 稳定 周期 轨道 中 有 基本 意义 的 是 法 里 序列 . 法 里 序 
列 的 一 个 元 素 对 应 一 个 阿 话 尔 德 舌 头 . 当 参数 上 值 增 大 时 ， 阿 
诺尔 德 舌头 的 结构 越 来 越 复杂 ， 但 其 与 法 里 序列 对 应 的 超 稳定 
轨道 的 模式 ， 即 符号 表示 ， 却 保持 不 变 ， 也 就 是 说 法 里 序列 保 
持 线 性 映 象 的 符号 表示 , 这 时 映 象 退化 为 只 有 PP 符号, 无 N ST 
号 ， 以 转 数 为 3/8 的 轨道 为 例 ， 在 线性 情况 ， 设 初始 点 的 位 置 
为 0 去 掉 与 初始 点 (BOR A) 对 应 的 mu (My) 点 ， 其 余 7 个 点 的 
坐标 可 表示 为 
3 09 12 15 18 21 (7.1) 
Fil fI ERAI 
Po, Po, Pi, Pi, Pi, Po, Po, (7.2) 


为 方便 起 见 ， 以 4 表示 其 以 后 符号 的 下 标 要 可 1, 则 (6.2) 可 改 

PAP’ AP*, (7.3) 
在 非 提 升 形 式 的 圆 映 射 中 ， A 等 价 于 (mod 1) 运算 . 在 (6.3) € 
示 中 ， 对 于 转 数 为 p/g WHE XH q—-1T P5 REHp-17T 4 
TH. 以 后 将 可 看 到 ， 当 上 大 不 为 0 甚至 大 十 1 时， (6.3) 模式 保 
持 不 变 , 只 有 与 (7.3) 中 没有 标 出 的 那个 符号 对 应 的 点 可 能 处 于 
P 或 N( 对 于 非 超 稳定 轨道 ) 或 临界 点 (对 于 超 稳定 轨道 ) E. 
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根据 (7.1)~(7.3), 可 写 出 法 里 树 上 任 一 转 数 对 应 的 符号 表 

未. 不过， 对 于 法 里 和 四 运算 ， 我 们 有 如 下 的 符号 规则 ， 如 法 

里 树 上 两 相 邻 转 数 为 pi/qi 与 p2/92, 0 < pi/qi < p2/92 < 1, 相应 

FAW. 与 Ws, 则 其 间 存 在 转 数 为 (pi + p2)/(91 + gq2) 的 唯一 字 
W* 六 

W* = W APW = W;PAW,. (7.4) 


为 了 应 用 这 一 规则 ， 还 必须 给 出 边界 字 ， 即 对 应 转 数 为 1/n 与 
(n — 1)/n 的 轨道 的 符号 表示 ， 不 难看 出 ， 它 们 是 


P"! 与 P(AP)"?. (7.5) 


AT 给 出 了 按 (7.4) 与 (7.5) 算得 的 法 里 树 中 前 ”级 轨道 的 符 
SOCKS. 由 于 字 中 字母 的 对 称 性 ，(7.4) 中 两 种 组 合 的 结果 是 相 
同 的 ， 


__ 7.1 
E 一 般 表 示 
1/5 p^ Pim 与 PAM, 
1/4 | P3 P3m tj PPM, 
2/7 | PAP? P3P3m 与 PŽP? Me 
1/3 | P? Pim; tj P2M, 
3/8 | P^AP3 Ap? P? P? PY ms 与 P? P3 P? Mg 
2/5 | PAP? P2 P? m2 tj PŽP? M2 
3/7 | P? AP? Ap? P2P2P2ma 与 P? P2P2 Ms 
1/2 P Pom, 与 E At; 
4/7 | PAP*AP? AP PoP?P2Pyma 与 PPIP2PAM, 
3/5 | PAP? AP Po P, Pam3 与 Pi P? Ps P3 M3 
5/8 | PAP APAP? AP | PoP? P2P2Pyms 与 Pi P2 Ps P? Ps Ms 
2/3 PAP Po Pim» tj PAP M5 
5/7 | PAPAP*APAP | PoP, P2 P3P4ms 5 Py Pz P2 PaPs Ms 
3/4 PAPAP PoP, Poms 与 Pi PoPa M3 

_ 4/5 P(AP)? Po Pi Po Pama 与 PiPPa Pa Ma 
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现在 证 明 规 则 (7.4) K. RE k Eak Wi 与 Wo 的 超 稳 定 轨 
道 分 别 位 于 wi 与 w, BD 


fi i(zo) = To + Pi, fe} (o) = Xo + po. (7.6) 
其 中 TQ 为 mo 或 Mo, 下 面 设 它 为 mo. 考虑 作为 Ww ER X RJ 
JEE) ALP (mo + Pi + Pol, (7.7) 


其 中 fes HW, OPE HB XE AAW, SW 
的 q1 -1 与 9 一 1 个 字母 都 是 P, 所 以 Fo) 是 w 的 增 函 数 ， 
fcu Aw Me. 当 o 由 wi 增 至 wa 时， fU (oo) 由 
zo 十 pi 往 大 处 增加 ， 而 AS (xo + pi + P2)lw, 由 较 大 的 值 降 至 
zo pi, 因此 在 wi 与 w 之 间 必 有 w*, 使 


f (wo) = fi: 2) (zo + pi + pa)lw,- (7.8) 


如 作 f(9) El, npn fL V P (zo--pipa)lu, < fas k(ro--p ^1). 88 
则 , YE (wi, we) 内 将 存在 (p2—1)/(a2 — 1) 的 超 稳定 轨道 . 这 些 轨道 
的 字 都 由 书 与 4 组 成 , 转 数 是 w 的 单调 增 函 数 ，(p2 一 1)/(q2 一 1) 
不 可 能 在 (wi,w2) 内 .因此 有 


tot pi < fi (zo ) = fe. 3) (zo 二 Pi 十 p2)|w, «p-l-ze. (7.9) 


即 £( (xo) 位 于 pi 谷 的 P 分 支 上 ,合成 轨道 的 符号 为 WiAPW;. 
相似 地 ,讨论 £o (n0) 5 AER (om +po)lw, 可 以 得 到 Wt = 
WP AW]. 

由 等 式 (7.4) 还 可 以 看 到 ， Wi 与 W; 中 周期 短 的 -个 必 为 
周期 长 的 那 一 个 的 一 部分， 而 且 所 有 字 都 对 其 自身 有 反 演 对 称 
性 . de 7.1 的 例子 表明 了 法 里 轨道 的 这 种 性 质 . 
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把 本 节 的 符号 与 $3 的 符号 作 比 较 ， 有 对 应 关系 
P&L, APR. (7.10) 


因此 ， 如 把 转 数 为 1/2 的 轨道 LR 表 为 PAP, 并 定义 法 里 变换 
(这 里 采用 的 符号 顺序 与 $3 相反 ) 


Fo : P > P, AP > PAP, 
F, : AP > AP, P > PAP, (7.11) 


出 
Fh Fn : -- Fy, (PAP), (7.12) 


把 如 此 得 到 字 的 最 后 的 AP H, BPS (7.4) 给 出 的 一 致 的 结 
A. 应 该 注意 到 ， 上 述 最 后 一 个 4P 对 应 稳定 轨道 中 最 接近 临 
FARA AR, ERM PRN, ZR > INGE AP 是 
无 意义 的 . 此 外 ， 当 我 们 把 图 3-4 的 符号 与 表 7.1 的 符号 作对 比 
时 ， 在 作 替 换 (7.10) 后 ， 应 把 由 表 7.1 得 到 的 序列 按 轮换 操作 
对 称 化 ， 并 去 掉 首 或 尾 的 AP, 这 个 AP 的 位 置 就 是 极 值 点 的 位 
置 . 


88 新 生 轨道 与 拓扑 度 定理 


ME k 值 的 增加 ， (w,k) 平面 上 阿 诺 尔 德 舌头 内 具有 不 同 
字 的 轨道 数目 越 来 越 多 ， 其 拓扑 结构 对 不 同 的 阿 诺 尔 德 舌 头 并 
个 一 定 都 县 有 普 适 性 ， 因 此 本 节 将 首先 讨论 新 生 轨 道 的 一 般 规 
则 . 
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首先 证 明 : RRA p/a 的 超 稳 定 轨道 随 值 的 增加 总 是 成 
对 地 出 现 的 ， 它 们 形成 右倾 的 (对 mo) 或 左倾 的 (对 Mo) U 形 
曲线 .这 个 问题 可 归结 于 研究 方程 


g(w,k) = fS} (am) sm- p =0 (8.1) 


的 解 ， 其 中 zw = tp arcosc. TET bit, RAE w 
作为 变量 ， 把 k 作为 参数 .我 们 要 证 明 ; 随 着 k 值 的 增加 ， 
g(w,k) = 0 的 新 解 成 对 地 出 现 ， 容 易 看 出 ， g(w,k) 是 w 与 
的 单 值 连 续 函 数 ， 且 随 w — too 有 g(w,k) — too. MAE w 
轴 的 一 个 充分 大 的 有 限 区 间 内 9 与 w 轴 有 奇数 个 交点 .又 因 
g(w,k) Bü k 连续 地 变化 ， 新 交点 总 是 成 对 地 出 现 的 ， 它 对 应 于 
g(w,k) 曲线 的 一 个 峰 或 谷 穿 过 o AH. 这 一 对 解 的 sign (g^) 分 别 
为 +1 与 -1. 在 (8.1) 的 解 中 ， 有 一 个 对 应 于 原始 的 法 里 序列 
的 元 素 ， 它 的 sign (g,) = +1. 因此 对 (8.1) 的 所 有 解 wi 拓扑 度 
Y sign (g,)|o-u, = +1 对 大 保持 不 变 . 

g(w, k) 作为 w 的 函数 出 现 峰 值 是 与 f (2) 作为 z 的 函数 
出 现 峰 值 相 联系 的 ， 因 此 ， 随 着 上 的 变化 ， 在 某 一 值 处 通过 
m(M) 的 轨道 也 将 经 过 M(m), (wk) 平面 上 由 mo 出 发 的 一 对 
p/q 轨道 (U 形 ) 也 将 与 由 Mo 出 发 的 一 对 同样 p/a 的 轨道 (U JE) 
相交 . EBE k 值 的 增加 而 出 现 的 这 两 条 U 形 曲线 的 第 -- 个 交点 
处 ， 由 mo 出 发 的 与 由 Mo 出 发 的 超 稳定 轨道 是 同一 条 轨道 . 
由 这 一 交点 出 发 ， 我 们 有 四 条 超 稳定 轨道 ， 两 条 对 应 mo, 另 两 
条 对 应 Mo. 这 四 条 轨道 具有 既 不 相同 又 相互 有 关 的 符号 .文献 
[12] 将 这 个 交点 称 为 关节 点 . 

相应 于 U 形 曲线 的 两 支 ， 其 符号 字 中 只 有 -一个 字母 不 同 . 
对 于 通过 mo 的 超 稳定 轨道 ， 这 个 字母 对 应 于 f(z) 峰 两 边 的 两 
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x, A, WA Pr(Nn) RS SCH A Nina (Pci): 对 于 通 
过 Mo 的 超 稳定 轨道 ， 这 个 字母 对 应 于 f(z) 谷 两 边 的 两 文 ， 如 
一 支 为 Pr( Nn) 则 另 一 文 必 为 Nasi (Pati). 这 两 对 轨道 中 ， 一 
对 字母 不 同 处 的 位 置 相应 于 另 一 对 轨道 的 起 点 ， 除 这 两 对 字母 
外 ， 四 个 字 中 的 其 他 字母 在 作 由 mo 5; Mo 出 发 引起 的 符号 不 
同 而 来 的 变换 后 是 完全 相同 的 . 


O AAF, PAS 与 图 82 分 别 给 出 了 (wh) 平面 上 转 数 为 
; 与 3 的 超 稳定 轨道 . 计算 发 现 ,而且 也 容易 证 明 ,在 大 = ann 
处 有 


P Qm, N 441m, P_n417M,--+, P. ami, Nomi, Pom, (8.2) 
共 Qn +1 条 5 轨道 ,这 表明 2 周期 轨道 近似 地 以 Ak = 20 为 
周期 产生 新 的 轨道 。 3 轨道 (I 的 倍 周期 轨道 ) 也 有 类 似 的 情 
况 ， 新 生 轨 道 的 数目 随 与 周期 长 度 9 迅速 增加 .例如 3 轨道 
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Ay ae El B8 k 变化 为 


k [s 2s [ae] 
TET n 


又 如 在 k=2" 处 有 3 条 = 轨道 ，5 条 = 轨道 ，15 条 1 轨道 ， 
51 条 = 轨道 ， ……… 此 外 ， 这 些 结构 对 不 同 的 阿 庶 尔 德 舌头 
无 普 适 性 ， 如 果 必要 ， 很 容易 用 计算 机 来 生成 它们 ， 这 里 不 再 
进一步 讨论 


89 法 里 序列 与 MSS. 序列 的 * 积 及 二 元 树 


研究 由 映射 
Fg (zw, k) = fio) - (9.1) 

确定 的 轨道 ， 其 不 动 点 FLg(xw,k) = x BERO p/q 的 轨道 . 
BE k WK, ista | eis]. 1 时 | p/a 舌头 中 原始 的 
和 SR>IUN, Fpa 不 动 点 邻 域 

一 个 区 域内 ， Fys(z,w,k) 可 以 看 作 S 单 峰 映射 ， 它 把 这 个 
SCRIBE TIL CLA RUN S p, CODERUNDN, JU 
期 轨道 由 M.S.S 序列 描述 1721. 对 forle) 映射 来 说 ， 这 样 的 轨道 
由 法 里 序列 的 学 与 M.S.S 序列 的 字 的 * 积 来 描述 ， 对 于 超 稳定 
轨道 ， 原 来 法 里 序列 字 中 的 my( 或 My), 每 经 过 forlz) 的 9 次 
KEN, RHE M.S.S 序列 的 字母 进行 ， 因此 可 如 下 表述 法 里 序列 
与 M.S.S 序列 的 “* 积 ”. 

it M = 01,02: On- 为 M.S.S 序列 中 的 一 个 字 ， 其 中 c 表 
QN 或 已 即 单 峰 映射 中 的 及 或 二 如 果 映 射 J。 有 周期 轨道 

32 


Om a m aa o a o a aara, 


M, 则 对 应 地 1 有 周期 轨道 W x M, 其 中 W 为 转 数 为 p/a 的 轨 
道 的 符号 字 (PE mp 或 My). H r 积 的 定义 ， 


W x» M = W(r)Wy(T2)25Wap(Ta)ap ^: (Ta 1 oW iy, (9.2) 


其 中 ， E W A B EST Ti = 01, 否则 Tj RKE Ci 相反 的 符号 ; (Ti)ip 
表示 7: ER ip TA (或 峰 ) 处 ， Wp 表示 W 中 字母 的 下 标 都 要 
IM p. 在 一 固定 w 处 ， 随 上 的 增 大 ， 按 M.S.S 序列 的 顺序 ， 出 现 
W * M 轨道 序列 ， 对 于 标准 正弦 圆 映 射 ， 完 全 的 MSS 序列 易 
在 阿 诺 尔 德 舌 头 的 大 值 处 的 稳定 区 附近 出 现 . 

现在 ， 当 我 们 把 W « M 积 与 新 生 轨 道 的 研究 结合 在 一 起 
时 ， 将 会 发 生 复杂 的 情况 .例如 单 峰 映射 中 的 倍 周 期 序列 将 会 
变 为 复 末 的 二 元 树 结构 下面 以 0/1 舌头 为 例 用 上 面 的 符号 
动力 学 办 法 说 明 为 什么 会 出 现 这 种 结构 ， 按 (8.2) 式 的 规则 ， 
0/1 的 倍 周期 轨道 为 Nomo, XE M.S.S 序列 的 R. TRINH 
定理 ， 与 Nomo 一 起 将 同时 出 现 Pimp, 它 不 属于 原 法 里 序列 
按 (8.2) 式 构 造 的 序列 ， 据 (9.2) 式 ， 与 Nomo 相应 的 4 周期 轨 
道 为 NoPoNomo, 与 Pimo 相应 的 4 周期 轨道 为 P No P amo. 
NoPoNomo 5j P-1NoP- imo 有 三 个 不 同 的 字母 ， 它 们 不 是 同时 
产生 的 . 图 9-31 给 出 了 (wk) 平面 上 w € (0,1), k x 9( 只 给 
Hk < 5 的 符号 表示 ) 的 所 有 超 稳定 1、2 、 4 周期 轨道. 
由 图 可 见 ， 与 NoPoNomo 同时 产生 的 是 Pi1PBoNomo， 与 它们 
有 共 一 关节 点 且 同 时 产生 的 轨道 是 通过 极 大 点 的 PINoPLMo 与 
PiNoNoMo. 利用 对 称 关 系 (6.4) 式 ， 可 知 有 与 它们 相应 的 通过 
极 小 点 的 P_1NoP_imo 与 P-iNoNomo. 由 此 可 知 ， 伴 随 着 售 周 
期 的 四 周期 轨道 NoPoNo 与 PINoP ,必定 产生 另外 两 条 四 局 
期 轨道 P_1PoNo 与 P-iNoNo. 这 四 条 四 周期 各 有 其 倍 周期 的 8 
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周期 轨道 ， 每 一 条 轨道 又 伴随 有 田 一 条 8 周期 轨道 ， 因 此 有 8 
条 8 周期 轨道 . 按 此 类 推 , 将 有 2^ 条 2" 周期 轨道 . 通过 极 小 点 
的 2" 条 轨道 与 通过 极 大 后 的 2^ 条 轨道 形成 交叉 结构 ， 2” 个 
三 周期 双 超 稳定 点 到 四 周 
RA BE ATE VEER, FH 
由 四 周期 双 超 稳定 点 到 相 
应 的 8 周期 双 超 稳定 点 作 
ER, 如 此 等 等 , 我 们 得 到 
一 株 二 元 树 . n 一 oo 时 树 


的 端点 可 称 为 三 将 界 点 . 

P "E 这 些 三 临界 点 形成 康 托 集 

.9070 合 ,它们 是 倍 周 期 n oo 
BH 9-1 时 临界 线 的 端点 . 


现在 , 我 们 可 以 把 (7.1) 的 法 里 变换 推广 到 符号 字 中 包含 有 
N 与 AN 的 情况 . 这 里 4 仍 表示 A 之 后 的 字 的 足 标 是 其 前 一 
个 字 的 足 标 加 1. 显然 ,与 转 数 的 法 里 变换 (3.14) 对 应 的 符号 的 
法 里 变换 (7.11) 的 推广 应 是 


Z4, AP > AP, P> PAP, ANS AN, N> NAP, 
Fy AP > PAP, P>P, AN> PAN, NON. (9.3) 


这 个 变换 保持 字 的 奇 个 性 ， 并 且 是 保 序 的 ， 即 如 Wi > We m 
下 Wi) > F(We). 利用 万, 可 由 0/1 轨道 已 得 到 PAP BP 1/2 
轨道 ， 以 后 可 由 法 里 树 上 的 法 里 变换 得 到 所 有 法 里 轨道 ， 相 应 
地 ， 由 上 述 变换 也 可 得 到 任 一 阿 诺 尔 德 舌头 中 的 倍 周期 序列 及 
其 二 元 树 结 构 ， 对 于 高 周期 舌头 ， 其 倍 周期 的 数目 比 0/1 eR 
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多 得 多 ， 但 由 0/1 理 头 的 轨道 经 法 里 变换 得 到 的 轨道 对 各 阿 诺 
尔 德 舌 头 具 有 普 适 性 ， 因 此 二 元 树 结构 是 阿 诺 尔 德 舌 立 中 的 一 
种 普 适 性 结构 
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第 3 章 


由 准 周 期 向 混 沌 过 渡 的 标 度 律 


标准 正弦 圆 映射 (1.6) Æ k = 1 时 f'(0) = 0, IH BL— MKB 
A, ko 1 时 映射 不 可 逆 ，k — 工 是 由 准 周期 向 混沌 过 渡 的 临界 
Fa, TE (w,k) 平面 上 是 临界 线 .， 临界 点 或 临界 线 处 的 标 度 律 具 
有 普 适 性 ， 本 章 的 目的 就 是 研究 这 些 标 度 律 ， 它 适用 于 具有 三 
次 拐点 的 临界 圆 上 映射 ， 这些 标 度 律 与 转 数 有 关 ， 只 有 少数 几 个 
无 理 数 转 数 被 详细 研究 过 ， 其 中 最 典型 的 是 黄金 分 割 数 . En 
出 的 方法 可 推广 应 用 于 任意 二 次 无 理 数 . 这 里 只 介绍 黄金 分 割 
数 的 结果 . 关于 任意 无 理 数 的 标 度 律 ， 有 过 两 种 不 同 的 研究 . 
一 种 是 关于 任意 无 理 数 的 随机 重 正 化 方法 09. 因此 其 标 度 律 
只 具有 统计 意义 . 另 一 种 是 关于 所 有 无 理 数 的 法 里 重 正 化 群 方 
法 5L 由 于 数学 上 的 困难 ， 尚 无 完全 的 结果 . 后 -一 种 方法 能 给 出 
临界 线 上 关于 转 数 的 普 适 的 魔 梯 结 构 ， 我 们 将 在 研究 魔 梯 结 构 


后 介绍 它 


910 标 度 行为 的 数值 研究 


黄金 分 割 数 所 = (V5 一 1)/2 = 0.618033985... 有 最 简单 的 连 
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分 数 表 示 式 


p= C—O, (10.1) 


把 连 分 数 切 断 ， 可 得 一 数列 


p,-[1]-1/1, p,—[1,1— 1/2 p, = [1,1,1] = 2/3,--- 


Pi = [1,1,1,...,1| = FF. (10.2) 
(Fi) 为 非 波 那 契 数列 ， 可 由 递 推 关 系 确定 : 
Fo = 0, Fi = l, Fi. 一 F; + Fii. (10.3) 


在 下 述 意 义 上 ， 我 们 说 黄金 分 割 数 是 最 无 理 的 数 : 在 所 有 无 理 
数 中 ,黄金 分 割 数 的 有 理 和 逼近 (10.2) 是 最 慢 的 . 因此 , 在 临界 线 
上 ，、 这 些 有 理 晕 近 对 应 的 转 数 具有 最 大 的 区 间 和 ， 与 它 有 关 的 
标 度 律 在 临界 线 上 及 其 邻 域 的 度量 性 质 上 起 主要 作用 . 在 (wk) 
平面 上 ， 转 数 为 给 定 无 理 数 的 运动 只 在 一 条 线 上 发 生 ， 其 面 测 
度 为 0. 在 实际 过 程 中 观察 到 的 现象 ,是 由 临界 指数 描述 的 5 邻 
域 的 性 质 ， 这 种 性 质 可 用 有 理 数 转 数 序 列 o; KEA. 下 面 研究 

i f 为 具有 无 理 数 转 数 的 圆 映 射 ， 根据 Denjoy 定理 ， 存 在 
pla) 使 


o “ofop=R, (10.4) 
式 中 p(x) 具有 性 质 
Pp(0)=0, v(x+1) = p(x) +1; (10.5) 


37 


SS, CAP eo ied re ee 


R 为 简单 转动 ， 
R(x) = «+ p, (10.6) 


(Ek <1TIN, pla) 是 解析 函数 ， 认 
u(x) = p(x) — z, (10.7) 


由 (10.5) 可 见 wz) 是 c 的 解析 函数 . RY PR, PETERE 
析 函 数 o 使 (10.4) 成 立 ,但 可 在 离散 点 


Ij = JFi/ Fiji 7 一 0, l, tt Fin (10.8) 


上 构造 p'(z;), 使 
e (zi+1) = F(p (2;)) (10.9) 

并 且 满 足 

p'(0)=0, g'(x; +1) = v'(z) * 1. (10.10) 
也 就 是 说 , 以 vu'(0) = 0 为 初 值 , 用 (10.9) 式 进 行 迭代 得 到 v (r), 
如 果 yp (c) 不 在 (0, 1) A, RT B (10.10) 第 二 式 把 它 化 成 在 (0,1) 
A. EF 了 确定 了 所 讨论 的 周期 轨道 ， 这 样 得 到 的 yp (e) 必 
满足 (10.9) 与 (10.10). 圆 映 射 (1.6) Æ k = 1 时 f'(0) = 0, MK 
定 周期 轨道 必 经 过 这 一 点 ， 且 fH) =F. 2 a) 即 转 数 为 
FFia 的 超 稳定 轨道 上 的 第 i 个 点 的 坐标 ， 由 ote) 可 定义 
周期 量 


u'(z;) = e (27) zj (10.11) 
及 其 傅 里 叶 变 换 
] Fiy1—!1 
Ai(w) = XO u(r), (10.12) 
t4-1 j=0 
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“in oo Bj, qut, A (w) #4 Im] 5; ZG BE RFS UB PLI E SE EFL 
p(x), u(z) 与 u(z) 的 傅 里 时 变换 Aw). 它们 实际 上 就 是 对 周期 
与 惟 周 期 轨道 的 描述 . 

S.J. Shenker 对 黄金 分 割 数 情 况 准 周期 运动 的 临界 行为 作 了 
详细 的 数值 研究 中 .图 10-1 与 图 10-2 给 出 了 对 = 17, pir = 
1597/2584 所 作 的 数值 计算 的 结果 . 上 <1 时 w(z) 是 光滑 的 ， 
傅 里 叶 谱 随 w 增 大 而 指数 地 衰减 . &= 1 时 w(x) 仍 是 连续 的 ， 
但 不 再 光滑 , 它 具 有 精细 的 标 度 结 构 . 健 里 叶 变 换 4(w) 的 峰 随 
w PRE (如 局 Ww"), FESR UK AB RY Ff; 处 有 最 高 的 峰 ， 而 较 低 的 
峰 发 生 在 非 波 那 契 数 的 和 与 差 之 处 .， ule) 的 自 相似 性 反映 在 
A(w) 的 两 相 邻 峰之 间 的 主要 结构 是 相同 的 . 


0.15 a OS 
A qi 
Lou 
0.45 0 
0 0.5 1.0 
6 
(1) 
0.15 0. 04 
H wA 
0 
BUE 0 : Jf pep ee 
0 0.5 1.6 55 89 144 233 377 
8 te 
Cii) 
图 10-1 52E RM VAY B] 10-2 在 图 10-1 上 运动 的 谱 
KAM 曲线 


ERE k a, FPO Ow, k) = Fi 确定 了 w= i(k), 定义 
5.) = wi1(k) — wi(k) 
(k) (E) uu (E) (10.13) 
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它 给 出 参数 空间 的 标 度 性 质 ， 计 算 发 现 ， 


Jim 6i(k) = -p?^, OXk«l (10.14) 


lim 6;(1) = —2.83360 + 0.00003 = ô. (10.15) 
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0<k<li 的 6 与 k=0 时 由 简单 转动 R(x) = 
条 相 一 致 ， 后 者 可 以 用 菲 波 那 契 数 得 到 . ik =1 时 ô = =Y, 
Wi] y = 2.16443 + 0.00002. 

关于 相 空 间 的 标 度 性 ， 仿 照 费 根 鲍 姆 ， 对 无 理 转 数 万 的 圆 
映射 f(x), 定义 


Qi(k) = dj_1/dj, (10.16) 
其 中 
d; = fF (0) — F; ,. (10.17) 
计算 发 现 ， 
lim o;(k) — -pl, 0€k«1; (10.18) 
lim o;(1) = —1.28857 + 0.00002 = a. (10.19) 
tt oO 


0<k<l 的 a 与 &=0 时 由 简单 转动 Rs(z) = z+ 得 到 的 一 
RM. jid k=1 t} a= -p7 M] z = 0.52687 + 0.00002. 
ER 4 与 a 外 ， 另 一 有 意义 的 量 是 稳定 性 参数 


Di(k) = = fF) (a) (10.20) 
通常 采用 余数 来 代替 D;(k), 它 的 定义 是 
Ri(k) = Zq - Di(k)). (10.21) 
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| 0 < R< 1 gita 
t. R»1zsLnkR«0Hml 
不 稳定 . R=0 HRE 
Wate, R = 1 时 发 生 
fi Je) BH or 22. 

现在 讨论 上 = 1 的 
邻 域 性 质 ， 定 义 < 三 1 一 
k. 计算 发 现 ， 当 。 很 小 
Woi (RAR, Ri(k) 、 
ai(k) 与 bi(k) 都 只 是 组 
合 变量 sF2 KZG ix 
里 z = 1.0537 + 0.00015, 
是 z 的 两 倍 . 图 10-3 给 出 
T Ri(k). o4(k) 3 6i(k) 
与 eFü. 的 标 度 关系 . 
对 Fi4, = 6765, 10946 5 
17711 所 得 的 点 都 落 在 同 
一 曲线 上 . 计算 还 表明 ， 
E k = 1, w = (1) (@(1) 
H p = p(w,1) = 万 定义 ) 
时 ， 对 于 小 的 z 值 有 

f) (a) — F; m a’ flar), (10.22) 

其 中 f 与 i 无关 ， 是 一 普 适 函数 . 

上 面 所 得 标 度 律 只 与 连 分 数 的 无 穷 序 列 有 关 ， 例 如 [3, 1, 4. 
1,1,1,--] 与 [LL 1,---] 有 相同 的 标 度 律 但 不 同 的 无 穷 序 列 有 
不 同 的 标 度 指数 . 表 10.1 给 出 了 茶 些 具有 周期 连 分 数 的 无 理 数 
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NP; P. 1 N Pe No ` Ny 


a Ck) 


的 标 度 指数 z 、y. 在 所 有 情况 下 都 发 现 有 z = 2z 的 关系 . 


表 10.1 
连 分 数 T 
1,11, 2.164 
[2,2,2,:-.] | 0.524 | 2.175 
— (83,3,3,--]] 2.195 
[4,4,4,-- ] 0.511 | 2.220 
—— 15,5,5,-..] 0.496 | 2.244 
[11,2,1,2,--.] 0.516 | 2.180 
[,3,1,3,-.] 0.498 | 2.204 
[4,1,4,-- 2.221 
(3, 5, 3,5, +++] 2.225 
[1, 2,3,1,2,3,---] | 0.516 | 2.192 
[3, 2, 1, 3, 2, 1, - -] 2.192 
(2, 2, 3, 2, 2, 3, - - | 2.188 
[3,4,3,4,.…] 2.208 


(2,6, 2, 6, -- 0.486 | 2.240 
(1,12,1,12,---] | 0.392 | 2.356 


811 临界 准 周期 轨道 的 分 形 结构 


标准 圆 映射 (1.6) Æ k « 1 时 的 准 周 期 轨道 在 S! 上 分 布 是 
连续 且 光 滑 的 ， 其 维 数 是 1. 当 上 = 1 时 轨道 仍 连续 ， 但 不 再 光 
W, HRA HLEH. 为 了 研究 这 种 和 目 相似 性 ， 要 引入 广义 
维 数 18] 

考察 d 维 空间 中 的 一 个 点 集 ， 以 边 长 为 < I d PH 
MATAR. KEARN N, 第 i 个 盒子 中 的 点 数 为 Ni, 定义 
P; = Ni/N. 广义 维 数 D, 定义 为 


D, = 77 lee (PP)/ jon (11.1) 
其 中 9 可 以 是 任意 实数 ， Do HARER, Di 是 信息 维 
BX, Da 是 关联 维 数 . 
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对 线 度 为 Bg, KTR RRR 
(1/e)4 
- A Pal(l,e (11.2) 


由 于 自 相似 性 ， 点 集 可 能 分 解 为 R 个 与 原点 集 相似 而 线 度 分 别 
为 l/ Sa 的 点 集 (a 一 1, 2,- tt , R), Sa 为 标 度 因子 . (11.2) ATE 
不 为 


R (l/zS4)? 
Cbe)= >> >》 PPS. e). (11.3) 
a=1l 14-1 
利用 目 相 似 性 ， 应 有 关系 式 
疡 (1/5。s/S。) = Pa Pi(l, €). (11.4) 
所 以 ， (11.3) ARH 
R (l/Sg e)? 
Cle >> Y. [PaPi(l, Sae)]? = = Yo Pic, (l, Sue). (11.5) 
Ea 


根据 (11.1), 有 Call, £) x 6970P, 把 这 个 关系 式 代 入 (11.5), 得 
决定 D, 的 隐 式 关系 


R 
Y PASEO: = 1 (11.6) 


此 外 ， 还 可 引入 奇异 性 a 及 其 谱 f(a) 来 表示 点 集 的 分 形 
性 质 Oo. 据 标 度 性 ， 可 给 线 度 为 1; 的 点 集 的 概率 定义 一 个 标 度 
指数 a, 

Pi«l. (11.7) 
当空 间 被 分 成 线 度 为 1 的 格子 时 , 3x o Ma 与 w+da 之 间 值 的 
格子 数 为 | 
dop(a)l Tt, (11.8) 
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fla) 可 看 作 具 有 a 奇 性 的 格子 分 布 的 分 维 . 利用 (11.7) 5 (11.8), 

(11.1) 可 写 为 

1 in. f plaid 
i0q—1 Ini 

“41> OI, ga- f(a) 的 极 小 值 对 积分 作出 主要 的 贡献 . 这 样 

的 a 由 下 式 确 定 : 


(11.9) 


f(o(q)-4  f'(o(q)) < 0. (11.10) 
FÆ, (119) 成 为 


1 , 
D, = laala) - fio). (11.11) 


利用 (11.10), 可 由 (11.11) 解 出 a(q): 
ala) = i-a - D Da): (11.12) 


由 (11.12) 5 (11.11), 也 可 将 f(a) HH Dy. 

k = 1 时 转 数 为 黄金 分 
al A HE Fe) Ph ae BS aR E 
REM Do = 1, EX JE 
MN a E, D #1. 考察 轨 
3b O0), ERE i= Fr = 
2584, li = ri, Fie — Ti (mod 1) 


—40  —20 0 20 10 


a 取 为 自然 标 度 ， 计 算得 到 如 


&E] 11-1 


图 11-1 与 图 11-2 所 示 的 D, 
曲线 与 f(a) HAR. 9 — too 时 D, 反映 了 最 稠密 区 (a 最 大 ) 
“RMB (a 最 小 ) 的 标 度 性 质 . ctv 0 IX f' x0 是 最 稀疏 
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“viv 


AR | 


区 ， 有 标 度 因子 aem = 1.2885, BB (10.19). P_. x 1/F, x p", 
loo x agm: 所 以 有 
Ds, = Inp/Inagi, = 1.8980. 

= 工时 圆 映 射 的 三 次 拐点 把 最 
黎 疏 区 映射 为 最 稠密 区 ， 所 以 
最 稠密 区 的 标 度 因子 为 aby, 
有 Py xX p^, lo; cx Aon 由 此 
得 


D, = In p/In a$ m = 0.6326. 


KF D__w 与 Djw 的 估计 ， 与 图 11-2 
图 11-1 完全 符合 . 
; 临界 准 周 期 轨道 的 上 述 标 度 性 


质 ， 已 在 瑞 利 - 贝 纳 德 对 流 实验 中 
观察 到 Pol. 在 该 实验 中 ， 以 水 银 为 


0.6 对 流 介 质 ， 在 容器 中 形成 两 个 对 流 

0.2 \ | 卷 简 . 当 温 差 增加 到 一 定 值 时 , 两 个 

0.2 0.6 1.0 1.4 1.8 a 卷 简 的 分 界线 发 生 水 平 的 小 幅度 的 
11-3 摇摆 运动 除了 这 个 自然 频率 外 ， 


Libchaber 等 还 用 电磁 信号 加 上 另 一 个 驱动 频率 : 在 中 心 垂直 地 
加 一 交流 电流 ， 并 平行 于 对 流 卷 简 轴 水 平地 加 一 磁场 ， 然 后 按 
外 力 周 期 在 离散 时 间 测 量 系 统 的 温度 ， 用 时 间 序 列 重 构 相 空间 
的 办 法 , 在 二 维 平面 上 重 构 吸 引子 , 计算 Ds 与 f(a). 图 11-3 给 
出 了 分 别 对 倍 周 期 分 岔 的 费 根 鲍 姆 吸引 子 与 临界 黄金 分 割 准 周 
期 轨道 的 测量 结果 . 圆 点 是 测量 结果 ， 曲 线 是 理论 结果 ， 理 论 
与 实验 符合 得 很 好 . 
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812 重 正 化 群 分 析 


上 节 的 数值 结果 表明 ， 在 准 周 期 情况 可 以 定义 与 们 周期 情 
况 类 似 的 标 度 律 ， 因 而 可 以 对 它 作 重 正 化 群 方程 的 分 析 ， F 
介绍 费 根 饱 姆 、 L.P. Kadanoff 与 S.J. Shenker 的 工作 PU, dg 
(10.22), 我 们 定义 函数 


g(a) = fF) (a) — F,. (12.1) 
因为 f(a +1) = fU) (xz) x1, 所 以 


g” o gT} =f Ert) (fEng) — E, 1) - Fh 


= f Ent Enti) (2) (Fa Fh) = gt). 


(12.2) 
即 有 
g"-g'"og"! gk ght = gh th og”. (12.3) 
据 (10.22) 可 知 ， 当 n> 1 le] « 1 HT, 
g^ (x) = o^" f (a"z). (12.4) 
把 (12.4) 代入 (12.3), 得 到 普 适 函数 f 所 满足 的 方程 为 
f(x) = of(af (a 7z)) (12.5a) 
或 
f(x) =o f(a f(a 7)). (12.5b) 
如 要 考虑 重 正 化 的 过 程 ， 定 义 
gn(7) = o" g" (a "z), (12.6) 
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lis 


则 /是 递 推 关 系 为 
9n+1(Z) = agn(agn_i(a ^x)) (12.7a) 
或 
gn (£) = a7 gna *gn(a7'a)) (12.7b) 
的 不 动 所. 
因为 gas: 同时 与 gn 及 gai HX, 因此 要 定义 由 (gn, 9n —1) 


到 (gny go IEW RR. 可 以 如 下 地 定义 重 正 化 群 算 符 
R, 与 Ry 


Ra (0) (aeta mm) (12.8a) 
R (UD) = (Pe) anam 


(12.7a) 或 (12.8a) 5j (12.7b) 或 (12.8b) 有 相同 的 不 动 点 . 在 一 般 
情况 下 (12.8a) 与 (12.8b) 是 不 等 价 的 ， 但 如 取 初 始 条 件 使 


go(a g,(ax)) = a~"g, (ag,(2)), (12.9) 


则 (12.8) 的 两 个 递 推 关 系 彼 此 等 价 . 
记 不 动 点 f 处 Ro FR, 的 线性 化 算 符 为 DR, 5j DR, 由 
(12.9) 与 (12.10) 得 这 些 算 符 的 定义 为 


DR. (s) - (=e F(a-2z)) + 0? F(a Haaa) | 


u(z) 
(12.10a) 
px, (HE) = (tret ente TO 
(12.10b) 
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MTA f 邻 域 的 研究 ， 归 结 于 对 DR. 5 DR 的 本 征 值 与 
Æ {IE eq CS) EAE. 

DR, 5 DR, BAS fh TP S8 AAAI A R AME PR EXC. 
75 IS ES RUTA 


galz) = Hno f o H}*, (12.11) 
AP 玖 ,为 接近 恒 等 变换 的 变换 ， 
A, = £ + eos (z), (12.12) 


如 果 让 onle) 满足 
On+1(Z) = aonla tr), (12.13) 
WW gn(z) WERKA (12.7). 把 (12.11) 在 不 动 点 f(x) 处 对 e 


展开 ， 得 
gn(z) = f(x) + ehn(7), (12.14) 


其 中 
hn(z) = on(f(x)) — f'(z)a«(z). (12.15) 
代入 (12.10) KAT URL, on iE 


On41i(z) = Aon (x), (12.16) 


则 (halz), h.-i(z)) RÆ DR, 5 DR, 的 本 征 值 为 和 WATER 
数 ， 作 为 本 征 函 数 ， j 的 下 标 n 是 没有 意义 的 ， 它 们 都 有 相 
同 的 本 征 值 A. 由 (12.13) 与 (12.16), 得 


ac (a^ z) = Ao(z)， (12.17) 
可 选单 项 式 o(z) = zr, 得 
A=a'?, p>0. (12.18) 
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相关 本 征 值 A = a FB PS, RAGE A = 1 对 应 于 
坐标 放大 . 

现在 开始 研究 重 正 化 群 方程 的 解 ， 先 讨论 平庸 解 ， 它 对 应 
Tk <1 的 情况 . 因为 可 以 把 f 等 价 于 一 简单 转动 ， 它 是 z 的 
线性 函数 . 容易 检验 ， 下 面 的 函数 


f(r)--1-z, a= -p (12.19) 


满足 不 动 点 方程 (12.5), 其 中 5 为 (V5 - 0/2. 关于 线性 化 算 符 
的 本 征 函数 问题 ， 我 们 感 兴趣 的 是 p 与 收敛 率 (10.13) 有 关 的 
微 扰 ， 这 种 扰动 只 改变 了 的 常数 项 . Wu. v 为 常数 ， 由 (12.10) 
的 本 征 值 方程 得 


au 十 a2 = !Àu, u=. (12.20) 
它 有 两 个 解 ， 一 个 是 入 = 1, 它 已 包含 在 (12.18) A; 另 一 个 解 是 
A= 一 ca = —p~?, (12.21) 


BE p; 的 收敛 率 ， 线 性 化 方程 的 本 征 值 问题 ， 除 (1218) 5 
(12.21) 外 ， 无 其 他 的 解 . 

下 面 讨论 k= 1 的 情况 .这 时 f’(0) = f”(0) = 0 YEA f 无 
RIKEN GR, J 必 可 展 为 c? 的 级 数 . 考虑 函数 


g(x) = af(z). (12.22) 


f 与 f 同样 是 z 的 单调 增 函 数 ， a < 0, 所 以 g(z) 是 单调 减 函 
数 ， 采 用 g(x), (12.5) 式 变 为 


g(z) = og(g(z/o*)), (12.23a) 
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g(x) = o?g(a-?g(z/a)). (12.23b) 


方程 对 标 度 变换 保持 不 变 ， 可 以 规定 


g(0) = 1. (12.24) 

ib (12.232) rH 2 = 0, 得 
g(1) = a^!. (12.25) 

ib (12.23a) P z = 1, 得 
g(a ) 2 a. (12.26) 


因为 gog 是 单调 的 ，gog 的 不 动 点 就 是 g 的 不 动 点 ，(12.26) X 
明 a? Æ g 的 不 动 点 . 由 此 可 见 (12.23a) 中 的 g(z/o?) 把 [0, 1] BR 
射 到 [a~?, 1]. 即 (12.23a) 在 [0,1] 内 是 自决 定 的 ， 不 需要 区 间 之 
外 的 信息 ， 它 在 [0,1] 内 有 作为 x? BRUT ES EC AR. 式 (12.23b) 
也 可 给 出 (12.26), 这 表明 它 与 (12.23a) 是 自治 的 . 因为 a < 0, 
(12.23b) 把 (12.23a) 的 解 延 拓 到 [ag 79 (0),0] KE. 于 是 问题 归 
Zik [0,1] 内 (12.23a) 的 解 . 
数值 求解 式 (12.232) AY, ib 


N 
gn(z) =14+ S r", 


n—1l 


使 其 在 zi = G/N)!PD, i= 12……N 个 点 上 满足 


g(1)g(z) — e(g(z(g(1))*)) = 9, (12.27) 


Qa = —1.288575 + 0.000001. (12.28) 


50 


对 于 (2.10) 的 本 征 值 方程 ， 也 采用 a^ 多 项 式 展 开 的 办 法 ， 能 
得 到 ô 与 o ?P (p= 0, 1,2,- " -) 等 本 征 值 ， 所 得 的 


0 — —2.83361, (12.29) 


(12.28) , (12.29) 与 数值 实验 结果 (10.19) ,. (10.15) 符合 得 很 好 . 


813 ”临界 线 上 转 数 阶梯 标 度 性 质 的 数值 研究 


既然 在 临界 线 大 = 1 上 发 生 了 由 准 周 期 到 混沌 的 转变 ， 自 
然 会 问 : 在 有 =1 线 二 有 多 少 v 值 具有 周期 运动 ， 又 有 和 多少 w 
值 具有 准 周期 运动 ? 本 节 的 目的 就 是 要 研究 这 些 问 题 . 

利用 方程 (4.1) 与 (4.3) 可 以 算出 任 一 转 数 p/a ERE k E 
处 的 w 区 间 长 度 Aw(p/q) X. Jensen, Bak 和 Bohr 对 Plg < 95 
的 1388 个 区 间作 了 计算 ， 得 出 了 如 下 的 规律 性 . 首先 将 转 数 对 
w ER, 在 上 = 工时 得 到 如 图 13-1 所 示 的 结果 . 图 形 显 示 了 相似 
性 结构 ， 把 其 中 一 个 局 部 图 形 放 大 ， 得 到 了 与 原 图 相似 的 图 . 


为 了 研究 有 理 数 是 否 占据 了 整个 w 轴 , 可 计算 Aw(p/g) > > 
的 总 区 间 长 度 S(r). N(r) 三 [1 一 S(r)/r 可 以 看 作 > 尺度 上 含有 
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准 周 期 点 的 “空洞 ”的 数目 . 将 In N(r) 对 nr 作 图 ， 发 现 它 是 
一 条 很 好 的 直线 ， 即 有 


N(r)«r-P, D=0.8700 3.7 x 107%. (13.1) 
因此 
1-S(r) « r! 7. (13.2) 


它 在 > 一 0 时 为 0. 由 此 可 见 ，&= 工 时 具有 有 理 数 转 数 的 w 的 
测度 是 1, 具有 无 理 数 转 数 的 w 的 测度 是 0. 图 13-1 中 的 阶梯 是 
完全 的 ,由 于 它 具 有 AMEE, MAHAR. (13.1) 式 表 明 ， 
D 就 是 具有 无 理 数 转 数 的 点 集 的 维 数 ， 它 是 豪 斯 多 夫 维 数 . 

k « 1 时 w 存在 有 限 测度 的 准 周期 运动 .可 用 下 面 的 方法 
计算 k 值 处 的 准 周期 参数 的 测度 M(k). 设 (Nik) 是 大 值 处 有 
Ny 个 有 理 数 转 数 Aw(p/q) >r 的 7 值 . 数值 计算 发 现 Inr(N, k) 
对 给 定 的 Ni 是 (1 一 k) 的 线性 函数 ， 即 有 


r(Ni, k) = r(N,, 1) exp[-b(N1)(1 — k)]. (13.3) 
b(Ni) 5j Ni 的 关系 是 
b(Ni) x NF PY, 1/Dv = 0.44 士 0.02. (13.4) 
X (13.3) 与 (13.4) 表明 ， 在 大 处 Ni 被 切断 在 
No(k) « (1 — k)- P", (13.5) 
根据 (13.1) K, xX No(k) 个 周期 区 间 Aw fe k — 1 处 大 于 


To © (1 — k}, v 2.63. (13.6) 
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mem ERE THERE PR RH aae cei HOLD a inr iae 


也 就 是 说 上 = 1 处 宽度 小 于 ro 的 有 理 数 转 数 阿 诺 尔 德 舌头 在 
(13.6) 所 示 的 k(< 1) 处 几乎 消失 . 如 把 ro? 比 之 相 变 理论 中 的 关 
BRR RE €, (1—k) 比 之 温差 AT — T — T,, 则 有 与 相 变 理论 中 相同 
的 关系 上 x (AT)-". 正 因为 这 个 类 比 , BIA T 这 一 指数 . 现在 
可 以 利用 (13.3) 式 计算 MO). Er 的 定义 ， [ ras 给 出 了 有 理 


区 间 的 总 长 度 . 这 个 长 度 在 k=1 时 为 14, 即 f n (sav, = 1 
因此 ， (< 1) 处 准 周期 测度 为 


M (k) = f m. 1) - r(N1, kd N,. (13.7) 


把 (13.3) ARA, JERIR] k = 1 时 的 (13.1) sh, BY Ni x n7, 得 
到 


M (k) x (1 — ky G-D) = (1 — kf, B ~ 0.34 + 0.02. (13.8) 
B 5 D,v 之 间 有 关系 
D -21- fjv. (13.9) 


B 本 二 级 相 变 理论 中 磁化 率 与 温度 关系 的 临界 指数 相对 应 . 


l. 0 


(13.1) 起 给 出 的 D, 实 为 定义 (11.1) 中 的 Do. 现在 研究 D, 
与 f(a). 按 法 里 树 的 顺序 ， 取 1024 个 锁 相 区 间 . 锁 相 区 间 的 长 
SHAVE i, 相 邻 转 数 的 差 取 作 五 . 得 到 了 如 图 13-2 与 13-3 所 示 
的 D, 曲线 与 f(a) HR. 其 中 Dio 可 如 下 解析 地 计算 ， 黄金 
ot El BLY Wl Ay de AIK, n 趋向 无 限时 F/ Fig 的 区 间 长 度 
lon x Fa”, y = 2.1644. RA Pon x FA Fas. — Foii/ Fra. 
取 Fo pu", Flon x p, Pon x p”, 所 以 


nP, 2 
D_ = lim Z = É = 0.9240. 
y 


noo Inl_, 


IPEDEDRdH XX. HRA 1/4 的 序列 是 最 密 区 ， 这 个 区 域 中 
因为 Ae x 1/g 很 小 ， 可 将 圆 喘 射 作 连 续 近 似 

d k 

= = 六 一 元 sin(27rx ). 
积分 ， 得 


(i) = ~ arctan 5- t- (z=) tan (f - Gs). 
Haa = 1 ORE So WI ox yat- (g) ,在 > 去 


邻 域 ， 


W P; o p, li x w — k/2n, & P, x 17. 所 以 有 
Doo = In Px, /Inlo, = 1/2. 


由 图 可 见 ， f(a) 并 不 通过 (D。,0) 点 .为 了 改进 这 一 结果 ， 图 
13-3 的 左边 部 分 曾 采 用 了 加 速 收 和 敛 的 办 法 . 
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还 可 定义 另 一 维 数 D'. 将 Av(p/q) 对 有 相同 分 母 q 的 不 同 
^T p KFIJ (Aw(p/q))p. 数值 计算 发 现 ， 


rg = (Aw(p/q))p xq ?, 6 = 2.292 + 0.0034. (13.10) 


指数 6 可 如 下 地 与 D 联系 起 来 : 所 有 分 母 比 g 小 的 有 理 数 的 
数目 为 No q*, 将 D' 定义 为 
, iN, 2 | 
“alm 737 0.873 + 0.0021. (13.11) 
看 来 没有 理由 说 D 作为 维 数 的 定义 是 恰当 的 ， 也 没有 理由 要 
求 D' = 了 ,但 数值 结果 表明 D 正 是 D. 对 于 菲 波 那 契 序列 ， 则 
有 Av(Fi/ F1) « ii, 它 显 然 与 (13.10) 不 同 . 
除了 w 变量 的 标 度 律 外 , Di RR SE UE BB SHE PU, 可 定义 关于 举 
标 c 的 标 度 律 . Xt p/q 轨道 的 q 个 点 ©1,02,°'* Lg, 定义 di(p/q) = 
min(z;,l— z;). 对 所 有 p KEIJ, ZAHA RM, 


di(q) = (di(p/q))p q^, a = 0.421 + 0.0025. (13.12) 


xx £i RUE RKE S 3E UE BB S H3] d( Fin) x F2 9 QR 8 (10.16) ~ 
(10.19), di.i/di = —p^* ce (Fii/Fi) *, PRU d(Fii) « F33, 
x = 0.527) 不 同 ， 此外， 对 rimossi mr 中 最 小 距离 作 的 计算 表 
AH, 
dmin(Q) = (dmin(p/q))p ecg ^, a = 1.58. 

关于 魔 梯 的 标 度 性 质 具 有 普 适 性 ROT 数值 计算 表明 ， 在 
标准 圆 映 射 中 加 asin (2rz) 不 会 改变 Do 的 数值 . Do 只 与 拐点 
的 大 次 有 关 ， 表 13.1 给 出 了 由 数值 计算 得 到 的 不 同 军 次 下 Do 
的 数值 221. 
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EJ 134 


其 中 7+ EGR AAR IK. HES, 
Do(r) =r V8. (13.13) 


因此 有 关系 
Do(f o 9) = Do(f) - Do(g). (13.14) 


(13.13) 5j (13.14) 不 适用 于 + < 1 的 情况 ， 例 如 设 f(z) = 
w 4 g(z), g(z--1) = g(z) - 1, g(x) H r KR, g (2) H Mr $i 
点 ， 则 可 以 证 明 Dolg) = Do(g !). 这 是 因为 


fwg = w + g(x) 与 Aog: 一 1—w-cg (xz) (13.15) 


的 周期 轨道 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 . 容易 证 明 , 与 fos HU p/q 
轨道 (zl1;z2;…， , Tq) 对 应 的 fi1_w,g-! 有 (gqg—p)}/g 轨道 (g(zi), g(z4)— 
pl g(£4-1) -P +2,- ,g(z2) ~p *q—1). 因此 ， 两 者 有 同样 的 
| BE AEX. 

最 后 我 们 讨论 一 下 函数 或 微 商 非 连 续 的 情况 22. 最 简单 的 
非 连续 函数 是 线性 喘 射 


f(z) =w+1l-—a(1—z). x € |0,1), o€/|0,1) (13.16) 


利用 条 件 f(z 十 1) = jz)+1 可 将 其 推广 到 整个 实 轴 ， 不 连续 的 
间隔 为 (1— o). 转 数 为 p/q 的 轨道 的 稳定 区 间 长 度 Ae (p/q) 可 
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以 解析 地 求 得 : 


Aw(p/q) = (1— oa) (13.17) 


它 与 p 无 关 . 容易 看 出 ， 由 于 f'(z) = a < 1 只 存在 周期 轨道 ， 
因此 在 w 轴 上 是 完全 锁 相 的 . 由 于 周期 区 间 长 度 4 随 周期 长 度 
指数 地 趋向 0, o oc e^ a, 魔 梯 的 分 维 为 0. 

在 搞 清楚 映射 (13.16) 之 后 , 可 知 函 数 连 续 而 微 商 不 连续 的 


下 述 映射 
Ww 0O<z<1l1—a; 


f(z) = { + (z+a—l)/a, l~-a<az<1l (13.18) 


也 是 一 样 的， 因为 其 9 函数 是 (13.16) 的 9 函数 的 逆 函 数 ， 其 魔 
梯 维 数 也 是 0. 当 微 商 不 连续 ， 而 其 斜率 有 限时 ， 如 
w+ an, 当 0<z< 27! 时 ; 
- Boa 
w --1- 8(1- z), 当 g- «z«1HJ, 


则 Do SEE X, Ha < 1< 6. 例如 ， 对 于 (a, 8) = (2.2) 
有 Dolf) ~ 0.92, 对 (a, 8) = (2,2) 有 Do(f) = 081. 这 两 个 例子 
的 > 都 为 1 其 Do 与 表 13.1 不 同 ， 这 表明 了 函数 连续 与 微 商 连 
续 对 维 数 普 适 性 的 重要 性 


514 KT RGN ELL 


前 节 提 到 的 麻 梯 标 度 性 质 的 普 适 性 ， 有 两 方面 的 含义 . 其 
一 是 魔 梯 的 每 一 间隙 都 有 相同 的 维 数 D; 其 次 ， 更 重要 的 是 ， 
D 只 与 拐点 的 蜂 次 有 关 . 
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现在 先 论 证 第 一 点 . 取 任 一 对 锁 频 区 p/q 与 p'/q', 其 间 的 
间隔 为 LE 中 有 锁 频 区 (p+ p^)/ (a 4- a^). 在 新 老 锁 频 区 之 间 有 间 
Bad, B b. 这 一 法 里 树 结构 可 一 直 继 续 到 有 很 多 间隔 i. SETS 
夫 维 数 可 由 (11.6) RBP > S7? =1 得 到 ， 其 中 Si = L1. 将 由 


第 n 级 法 里 树 得 到 的 维 数 记 为 Dr, 将 min(5; ^] WA S", i 
D, = D*+a(S~")*, 可 得 极限 值 D*. P. Cvitanovic % [23] 对 p/q = 
5/13, p'/q 28/21 BF 11 级 法 里 树 ， 得 到 D* = 0.868 + 0.002. 
结果 与 上 节 全 区 间 数 值 结果 一 致 . 令 人 惊奇 的 是 ， 只 取 两 个 间 
隅 也 可 得 到 很 接近 的 D* 值 , 误差 小 于 196. 所 得 D* fü 5 p/a. 
p'[q' 的 选择 无 关 . 

上 节 的 重 正 化 作法 是 只 对 黄金 分 割 转 数 这 一 局 部 进行 的 . 
魔 梯 关 系 到 全 局 结构 ， 但 由 于 自 相似 性 ， 每 一 间隔 又 都 有 相同 
的 维 数 . 为 了 研究 这 种 标 度 性 质 ， 上 述 作者 把 812 的 重 正 化 群 
方程 推广 到 包含 与 o 相对 应 的 参数 ， 既 然 p/q 与 p'/q' 的 选择 
是 任意 的 ， 那 么 也 可 以 选择 它们 是 菲 波 那 契 数 之 比 ， 定 义 


go (t) = Cn41 [At (fe, i) - Fa], (14.1) 


CHE z = 0 处 有 超 稳 定 不 动 点 ， 设 超 稳定 轨道 的 参数 之 间 有 关 
系 wn+l = wn + An, 并 规定 9 函数 的 Fn-1/Fn 与 有 /Pi 超 稳 
定 轨道 之 间 的 参数 区 间 为 [0,1], 则 g^ (a) 的 单 参 数 族 可 用 下 标 p 
定义 为 

gp (x) = €n41 Tasa (@/en+1) 一 Fa]. (14.2) 
对 于 gp (x) WH, BR wni + pAnsi = wn + Ant+pAns 相当 于 
1+ p/ó,, 其 中 ôn = An/Ansr. BE f 的 参数 ony + pân+ı fü 
处 g^(z) EBH gle), g"!(z) IIS gh, (2), g"-?(z) 应 写 
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为 TID. cap/5 a5, UD- F (12.7) 相应 的 递 推 关 系 现在 可 写 为 
gp (2) = 0915/5, (0-191 c1/5, ip/ 15n (TF/ 80-1), (14.3) 

其 中 an =Cnii/n. 4 n > oo 时 ， 得 到 极限 
gp(z) = 0914 p/5(09141/5-+p/62(2/@")). (14.4) 


归 一 化 条 件 规定 为 go(0) = 0, (0) = 1.p=0 时 ，go(z) 在 z=0 
处 有 超 稳定 不 动 点 . 在 p=0 HRR, glr) 仍 有 稳定 不 动 扩 ， 
对 应 于 锁 频 区 . 在 p= 1 处 有 另 一 锁 频 区 ， 对 应 于 下 一 级 的 菲 
波 那 契 数 之 比 ， 锁 频 区 的 宽度 是 上 一 级 的 1/6. YE p — 1 1/5 处 
则 有 另 一 锁 频 区 ， 其 宽度 是 p= 0 处 的 1/07, 如 此 等 等 这样， 


研究 gp 的 不 动 点 的 稳定 性 ， 可 得 无 限 的 锁 频 区 ， 这 样 确定 的 
锁 频 区 具有 普 适 性 . 


但 是 上 述 的 锁 频 区 
还 不 包含 所 有 的 法 里 序 
列 , 图 14-1 给 出 了 不 属于 
菲 波 那 契 数 之 比 的 一 些 锁 
频 区 ， 问题 是 是 否 能 够 由 
gz(z) 得 到 它们 ? 作为 例 
gom P Ae 这 


Frit Fass 
— FEIT DF A XX 
Op (E) = cL Fan panes Semis tpann (8/6) = Fn)] = Faga. (145) 


ik n — oo, JE HX C = Cn41; 得 到 


qp (x) = —:9- 8-52 (p 1) (e gp (2). (14.6) 
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" Dob o. Rn CHI ek rr REEL A A Tee Hmc d ness nacen in sais n 


如 把 FE 对 应 于 [0], Fa Fs 对 应 于 [1], 则 
(Fn + Fa42)/(Fn+1 + Fus) 


的 连 分 式 表示 对 应 于 [3]. 由 (14.6) 可 得 锁 频 区 [3] 的 位 置 . 类 似 
地 ， 对 Fa+2/Fn+3 与 (Fn + Fnr2)/ (Fnr1 十 F3) Z n] AY [2,2] & 
频 区 ， 可 由 

d? (v) = —59- et (a^ gl (a) (14.7) 
的 不 动 点 的 稳定 区 得 到 . 而 Fn/Fnri 与 (Fat Ent2)/ (Frntit+ Fra) 
之 间 的 [4] 锁 频 区 ， 可 由 

q(x) = qb (a)(g, (a)) (14.8) 
得 到 ， 这 个 过 程 可 无 限 地 继续 下 去 . 
实际 上 ， 作 为 gp(z) 的 近似 ， 可 由 (1.6) 出 发 得 到 ， 选 取 
folz) 一 Z 十 w 一 二 sin(27z), w441 = 0.6066576201, 

它 对 应 于 转 数 144/233. 利用 上 面 描述 的 过 程 ， 得 到 如 图 14-1 所 
WAJ p 的 锁 频 区 间 ， 由 它 可 得 到 魔 梯 分 形 的 维 数 ， 只 考虑 两 个 
HJR, l= 0.6326, lı = 0.3425, l2 = 0.2232, 得 D, = 0.858. 逐步 地 
做 下 去 ， 直 至 第 四 法 里 级 ， 并 拟 合 其 为 Dr = D* +a(S")z, 得 到 
D* = 0.867. 它 与 简单 的 估计 符合 得 很 好 ， 但 其 收敛 率 较 慢 ， 不 
能 用 它 求 得 精确 的 结果 . 


915 圆 映 射 的 一 般 标 度 性 


$12 的 重 正 化 群 理论 又 可 称 为 是 连 分 数 重 正 化 群 理论 ， 它 
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只 能 对 一 个 无 理 数 进 行 . 为 了 得 到 递 推 关系 ， 这 个 无 理 数 还 必 
须 是 二 次 无 理 数 . 但 是 有 证 据 表 明 ， 可 能 存在 对 任意 转 数 都 成 
立 的 全 局 结构 .例如 ， 前 两 节 讨 论 的 天 于 魔 梯 间 际 的 罕 斯 多 夫 
维 数 只 与 临界 圆 映射 的 次 数 有 关 ， 而 与 映射 的 孙 数 形式 无 关 . 
又 如 ， 人 们 推测 具有 任意 转 数 


ef) — P(g) 一 Ing, M1,°°°, Mk, "| 的 didi 
两 个 不 同 临界 圆 映射 了 与 9, 对 它 / 
0 


们 作 与 连 分 数 相应 的 重 正 化 变换 


nine Inos 当 k — oo 时 ， 4 
变换 的 结果 趋向 相同 . 用 法 里 树 结 Oo o Eo 
构 可 能 把 不 同 的 无 理 数组 织 在 一 图 15-1 


起 ， 给 出 全 局 的 结果 s. 
首先 我 们 构造 一 种 约 化 映射 (£m), 坐标 零点 为 其 拐点 ， 并 
在 这 点 把 它们 分 成 两 个 分 支 . 例如 f 可 写 为 


($) = (411). (15.1) 


如 图 15-1 所 示 (对 于 转 数 小 于 1/2 的 临界 圆 映 射 ) 显然 有 关系 
式 


£(0)» 0, (0) <0, E(x) 2 0, (z) > 0, 
&n(0) = n€(0), £(0)— (0) = 1. (15.2) 
它 在 区 间 (0) <x < E(0) 中 的 映射 为 


(£) (2) = | E(x), 4 (0) < > < 0 时 


(15.3) 
n(x), ^40 « x x €(0) 时 . 


对 于 临界 圆 映 射 ， €/(0) = (0) = £"(0) = (0) = 0. ty (15.1), f 
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Meer ino ne eta HERR E a e, t 


是 解析 连续 的 ， 在 |z| <s 处 有 
&n(z) = n€(x) (15.4) 


是 可 交换 的 ， 或 称 其 为 恰当 的 . 
设 D(£), R(£), D(n), R(n) 分 别 是 上 与 了 的 定义 域 与 值 域 . RS 
JE £(n(0)) = 0, SWA: 
条 件 (0) = -R(n) SDE), A én(0) <0; (15.5a) 
条 件  R(OÓCD(p, A En(0) > 0. (55b) 
én(0) = 0 时 有 超 稳 定 周 期 2 轨道 . 
可 以 用 约 化 映射 定义 连 分 数 重 正 化 群 . 为 了 定义 标 度 常数 


a, 先 要 找 出 离 原 点 最 近 的 两 点 . WE Enl) < 0, 条 件 (0) 成 立 ， 因 
为 7(0) < €n(0), 可 以 找到 一 个 正 整 数 n 使 


£^ 7(0) <0, €"° n£(0)» 0. (15.6) 
如 En(0) > 0, 条 件 (1) 成 立 ， 让 n= 1, (15.6) PE. EM 
o = (E"~ (0) — £"*n£(0) < —1, (15.7) 


重 正 化 群 算 符 T 为 


T. (£) (z) = an (Ea) (z/an) - 的 (r) (15.8) 


(£n, NR) 具有 性 质 : 如 果 (£,m) 是 恰当 的 ， 即 满 足 (15.4), 则 (£n, nn) 
也 是 恰当 的 ; Tu(5 m) 与 (6m) 的 转 数 之 间 有 关系 


p(Ta(E,n)) = ep) -n. (15.9) 
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下 面 证 明 这 个 关系 式 . 

根据 $2 定理 3 的 证 明 ， [0,&(0)] 区 间 的 不 变 测度 即 是 映 
射 的 转 数 ， 设 Io = [0,€(0)], Lr = [£^ !n(0),£'n(0), L = 1,2, n, 
Jy = [£"7!5(0),0] 41 J2 = (0,£"n(0). I, AY (n — 1) 次 映射 必 在 
Luh 内 .了 0 内 的 不 变 测度 是 (£, n) 的 转 数 ，. 相对 于 iU Jo 
的 不 变 测度 是 T,(é#,7) 的 转 数 . 在 Jo 中 选 x 使 对 于 所 有 大 > 0 
有 (6,9) (z) #0, 并 以 mk) 表示 落 在 19 中 的 迭代 点 的 数目 ， 
则 Em) = lim TOÀ, gy pei e ROS ki 的 属于 上 
述 区 间 的 片段 ，k; «ka A (E, n) (x) € J, 它 必 经 过 所 有 I 
区 间 (= 1,2,-,n). dE y = az, a = (8"-1n(0) - €5(0))7*, T 
z, (6, (2), (EMED (a) 中 有 m(ki) 个 落 在 Do 中， 相应 地 I 
中 也 都 落 有 相同 数目 的 元 素 (1 = 1,2,…,n). 因此 ， 在 A 
ki 一 nm(ki) 个 元 素 ， 而 Ji 0 Ja PA mk) 个 元 素 ， 相应 地 ， 序 
列 y, T« (£m), (15(6, m)" ly 中 有 一 nm(ki) 个 点 落 在 
Io(T5(6,0)) 中 .所 以 


pT) = lim (ki = nm(k))/m(k) = re = 


作为 (15.8) 的 特例 ， 考 虑 菲 波 那 契 数 的 重 正 化 群 的 不 动 点 


方程 
T, (5) (z) = ay (2 ) (za = (5) (x). (15.10) 


写成 分 量 形 式 
€ —ogoa !, n= antat. (15.11) 


把 第 一 式 代 入 第 二 式 ， 即 得 到 与 812 的 (12.23) 式 相同 的 重 正 
化 群 方程 . 
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我 们 感 兴趣 的 是 一 般 无 理 数 ， 为 此 ， 构 造 法 里 重 正 化 群 变 


()- 


PR 


n (*). 当 £n(0) > 0 时 
7 (15.12) 


Ti (5) , O4 En(0) < 0 F. 


(x)=a M (z/o), a = [£(0) — £n(0)] ; (15.13) 


To : 
7 
Ti > (x) = (X b (z/a), Q = [n£(0) -一 7(0)] 一. (15.14) 


KAT, H To HRA RELA 


R (5) (z) = — (2) (—z). (15.15) 


PA, 47, = Rio, RR=1, 连 分 数 重 正 化 算 符 可 表示 为 T = 
RTY(To)"-!. 所 以 , 重复 地 进行 法 里 重 正 化 变换 包含 了 连 分 数 重 
E. 注意 (15.13) 与 (15.14) 定义 的 a > 1, R SETTE TE H. 5 XE 4 
数 重 正 化 中 的 o 有 相同 的 人 符号. 
如 果 (En 有 p= p/a 周期 ， 这 表明 m 定义 域 中 有 p 个 点 ， 

€ 定义 域 中 有 (a— p) 个 点 . 由 此 可 知 (EEn) 中 £n 的 定义 域 与 7 
同 ， 也 有 P 个 点 ， 而 < 的 定义 域 中 少 了 被 en 点 去 的 pp 个 点 ， 只 
剩 q — 2p 个 点 . Ru (6,67) 的 转 数 为 pia - p) = po 按 此 推 
理 ， 易 证 


ORICON 
COC OEE ON 
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它们 可 简 记 为 pT = tp 5 pR — rp. XB t" 是 (3.11) 定义 的 与 
法 里 地 址 移 位 对 应 的 转 数 变 换算 符 . (15.16b) 表明 转 数 对 1/2 
的 对 称 性 (3.13) 现在 由 R 算 符 来 表示 . 

现 考 虑 对 约 化 映射 作 & 次 法 里 重 正 化 变换 的 结果 


(E) =r (£) = Ieo($), (15.17) 


指标 由 右 到 左 增加 . 设 oll no) = be o, Dh, Ioas Ik In), 
N 可 能 是 无 限 大 . (En 决定 于 过 去 的 历史 与 将 来 的 历史 . 为 
表示 这 一 点 ， 引 入 二 元 地 址 


Bk 一 (wk 一 六 (天 天 1 (15.18) 


这 里 ， 我 们 把 过 去 历史 中 最 后 一 个 地 址 排 在 最 前 面 . 据 此 ， 对 
p((£,m)) 一 br (Io, li,- 1,), 记 


(E) (T)k-r00 > (E) (2, Bk, we). (15.19) 


它 可 能 与 过 去 很 早 的 历史 无 关 而 趋 于 一 个 极限 . 
进行 一 次 重 正 化 群 的 变换 ， 相当 于 去 掉 wx 中 的 LS 把 它 加 
到 Br 中 去 ， 即 相 当 于 进行 一 次 变换 Wk+1 = tF (we) 与 Brit 一 
S^(Bk we). t 由 (3.11) 与 (3.12) EX, SP 相当 于 其 逆 变 换 
B 
F(3) — » /9 H+: 
S^ (B,u) = | OO Teg decrnrm 


St (B) = 当 w > 1/2 Hf. 


1 (15.20) 
2-5 
利用 这 些 定义 ， 可 写 出 重 正 化 群 的 不 动 点 方程 

T (£) (z,B, c) = (£) (x, SE (8,0), t* (w)). (15.21) 
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关于 1/2 的 对 称 性 ， 可 写 为 


R (t) (z,B,w) = (1) (x, r(B), r(w)). (15.22) 


r 由 (3.13) 定义 ， (15.21) 5 (15.22) 是 基本 的 重 正 化 群 不 动 点 
方程 ， 它 应 该 对 w 与 6 的 所 有 值 求 解 . 

如 ww 在 t* 下 不 变 ， 可 单独 求解 . 黄金 分 割 数 pc 对 女 是 
二 周期 的 ， 但 利用 对 称 性 可 变 为 一 周期 的 . 


RT (£) (a,p000) = (E) ropa) (15.23) 


AE $12 研究 过 的 方程 . 
在 次 临界 情况 ,根据 $2 的 数学 定理 , 无 理 转 数 的 圆 映射 等 
价 于 一 简单 转动 .很 容易 证 明 


(E) Gu) = (i22) 


r(5 ea- (E) Gift», 


这 完全 解决 了 次 临界 问题 . 

在 临界 情况 , 我 们 还 不 会 求解 方程 (15.21) 与 (15.22), 但 可 用 
数值 实验 讨论 它 的 性 质 . 首先 我 们 显示 6 固定 w 变化 时 解 流 形 
是 光滑 的 . 对 临界 标准 正弦 圆 映射 fo, 考虑 o( fo) = be Uo. D. 
I, Iu), N = 15, k = 6, B = br(0,0,0,0,0,0) 固定 而 对 满足 
b <n <15 NL, RAAB REN (LI EDU. 对 上 述 219 = 1024 个 
fo 作 重 正 化 群 变 换 (7b)6. 

图 15-2 给 出 这 样 得 到 的 '(E(0)) 5j ENO) 的 关系 . 所 示 的 
曲线 有 许多 间隙 . 我们 知道 ， 对 于 所 有 无 理 转 数 ， 这 样 的 图 是 
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满足 方程 


— REFER. 对 康 托 集 ， 可 如 下 定义 
其 上 函数 的 连续 性 与 微 商 ， 对 每 oo 
一 序列 {zn}, W Jim |en —2z|=0 
时 有 lim |/(z4) - f(z)| = 0, 则 
f(x) 连续 ， 如 这 时 极限 f(x) = 
Jim [f(zn) — f(z)]/(za — 2) FE, P | 
则 f(z) 可 微 ， 数 值 计 算 表明 , 图 。 Uem ne’ 
15-2 所 示 的 曲线 是 连续 的 , — Br 
数 与 二 阶 导 数 都 存在 而 且 连 续 . 

但 是 ， 解 流 形 对 于 8 坐标 是 不 连续 的 .图 15-3 给 出 了 对 
k = 10, N = 12, wk = bp(0,0,0) 固定 ， 而 8 = br(Ik,…,10) W 
所 有 可 能 值得 到 的 6 (m(0)) 与 ni (Ee(0)) 的 关系 图 (ii) 是 (i) 
的 部 分 放大 ， (iii) 又 是 (i 的 部 分 放大 ， 显 示 了 越 来 越 细 的 结 
构 ， 因 此 人 们 要 问 : 临界 重 正 化 群 不 动 点 方程 的 解 在 多 少 维 的 
空间 中 才 可 能 是 光滑 的 ? 为 回答 这 个 问题 ， 计 算 图 15-3 所 示 图 
形 的 关联 维 数 v, 发 现 它 至 少 大 于 1.3. 此 外 ， 图 15-2 的 维 数 应 
该 为 D. x 0.87. MRA v+ Du x 2.2. 因此 ， 如 假设 (15.21) 
对 w 与 8 是 解析 的 ， 则 是 不 能 求解 的 . 


15-2 


图 15-3 Hew 改变 得 到 的 (mk(0)) 5i (Ex (0)) 的 关系 
其 中 (ii) 是 (0) 的 部 分 放大 ， (GD 是 Gi) 的 部 分 放大 
于 是 我 们 只 有 一 维 光 滑 坐 标 w. 进一步 ， 我 们 要 问 当 法 里 
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地 址 串 的 头 部 即 6 固定 时 ， te(w) 作为 w 的 函数 是 否 可 以 看 作 
与 8 无 关 ， 即 如 (w) = t(w). 如 果 这 样 ， tw) 可 给 出 魔 梯 的 标 度 
Hh. 图 15-4 给 出 了 固定 = 
^ | 51(01010) 5j B = by(10100) 
改变 w 情况 下 n(0,85,*) 与 
n(0,81,w) 的 关系 . 它 表 明 曲 线 
是 可 微 的 ， 但 数值 计算 表明 不 
一 ,。 存 在 二 级 微 商 。 据 此 ， 我 们 可 
«KO Bin 以 认为 , 在 8 固定 情况 t(w) 与 
图 15-4 B XX. 
B wo, Dh, IN) 为 由 p( fo) = beo Dh, Iv) 确定 的 标 
准 正弦 贺 映 射 f 的 w 值 ， 如 果 我 们 视 tw) 中 o 为 fo 的 参数 
值 ， 则 tw) 作为 w 的 函数 由 下 式 确定 ; 


t(w(Io,I,:--,IN)) = wh, D,--:, In). (15.24) 


这 相当 于 将 (3.11) 作 了 一 个 坐标 变换 . 设 w(Io, see dk, Iia, tty I5) 
5 w(Io,- Du, Ina, Ío) 的 地 址 中 至 少 有 一 | 元 素 不 同 ， 则 
可 定义 标 度 因子 


— 0.23 
NGO, sa) 


. d 
jim 3, (Uo, ZEN 


usns Tes Tepas Te) = (Tay ++ Tes Dee Lo) 
w (Io, o stk, Lei, 07 , los) m w(Io, - i -, Ík, Ik+1, Uta oc) 
z:ó(w(Io, hh, BED Iy;)). (15.25) 


H k> co 时 ， 结 果 是 普 适 的 . 
在 次 临界 情况 ， p= 与 t=t. 根据 (3.11), 


— o)? 计 . 
s= f o)7?, 4 p< 1/2 时 ; 


(15.26) 
p^, 当 p> 1/2 时 ， 
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这 对 任意 转 数 p MBAR. 

在 临界 情况 ， tw) 可 由 oos Lay IN) 与 eis Dos Ie) 
得 到 . 图 15-5 给 出 了 由 所 有 地 址 长 度 小 于 与 等 于 12 得 到 的 tl) 
El. 的 是 O 的 在 1— oc 邻 域 的 放大 ， 曲线 看 起 来 是 连续 的 . 
求 其 微 商 所 ,得 图 15-6, 它 表明 tw) 不 是 二 次 可 微 的 


0.60670 


fo) 


0.60664 
0.46 0.39333 A 30335 


图 15-5 
虽然 tw) 不 是 无 限 次 可 微 的 
函数 ， 但 可 以 用 无 限 次 可 微 的 函数 wa 
近似 地 描述 它 . 对 标准 正弦 圆 映射 
的 数值 结果 表明 ， 接 近 大 间隙 处 
dt(w)| — 1 d^t(w) _ 


ne: 一 -一 bt; 


3 


do lw» dus? , 75.19 0.46 
£n 


(15.27) 
其 中 t(w*) = wt. 二 次 微 商 的 结果 
可 能 是 不 普 适 的 , 但 对 标准 正弦 圆 映 射 是 准确 的 . 对 转 数 为 pv = 
1/n 的 序列 ， 可 发 现 5, — 1. 此 外 ， 可 利用 已 知 的 标 度 性 质 ， 例 
如 对 黄金 分 割 数 oc 的 标 度 律 


15-6 


tolw 
—ó(pa) = "E tito(w01) = wor. (15.28) 


假设 t(w) 为 分 子 与 分 母 都 是 w 一 次 函数 的 有 理 式 ， 利 用 (15.27) 
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与 (15.28) 给 出 的 三 个 关系 式 ， 可 得 


0.02333 + 0.65925w 
= LARAS T tow 15.29 
tu) l1 — 1.2444 ( ) 


这 个 公式 给 出 的 tw) 相当 于 to(w), tiv) 由 ti(w) = rtor(w) 
给 出 ， 对 w(10, 卫 ,… ,Tn) 作用 以 Got 得 w( ) = 1/2. A 
用 (15.29) 与 tr Gs tlw)= 1/2 可 解 得 一 虚拟 的 魔 梯 结 构 
wmock = W(Io, lı +- , In), 如 图 15-7 所 示 , 其 中 p= be (Io, Dh, IN). 
将 有 相同 转 数 的 wmock 为 横 坐 标 与 正弦 
圆 映射 的 wsin 为 纵 坐 标 作 图 , 可 得 一 看 似 
光滑 的 曲线 , 这 表明 两 者 有 近似 相同 的 标 
度 性 质 、 (15.29) 是 由 黄金 分 割 数 的 标 度 
值得 到 的 ， 自 然 精 确 地 给 出 了 65(pa). 对 
于 p= v3-1 5 V2-1, (15.29) 给 出 
Wonk ô = 6.5944 5 17.065. 这 与 直接 数值 计算 
图 15-7 得 到 的 数值 6.79925 与 17.66906 的 差别 为 
1/30. 
由 上 述 讨论 可 见 ， 本 节 的 方法 适用 于 二 次 无 理 数 与 基于 法 
里 树 的 全 局 结构 . 对 于 非 二 次 无 理 数 , 这 种 方法 仍 不 解决 问题 . 
事实 上 , 例如 对 三 次 无 理 数 , 数值 实验 表明 不 存在 临界 标 度 律 ， 
832 与 文献 [48] 对 这 个 问题 作 了 分 析 . 
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超 临 界 圆 映 射 有 复杂 的 分 贫 行 为 ， 其 完全 的 分 贫 图 由 参数 
空间 与 相 空 间 一 起 ，_ 
组 成 的 三 维 (wke) 5. 
空间 来 描述 . FYB o 
沌 轨道 有 复杂 的 结 
构 ， 许 多 轨道 画 在 一 
起 的 三 维 图 将 
是 一 片 糊涂 . 因此 我 
们 只 能 研究 其 不 同 
的 二 维 部 面 . 图 16- 
1 给 出 了 标准 圆 映 射 
参数 空间 的 分 岔 图 
24] 实 线 表 示 阿 诺尔 
德 舌 头 的 边界 ， 虚 线 
为 锁 频 区 的 边界 ， 点 


?1 


划 线 为 倍 周 期 分 岔 的 边界 . 随 & 值 的 增加 产生 的 新 轨道 边界 也 
用 实 线 表示 . OC 表 准 周期 区 ， C 表 混 沌 区 . EQ., CKK 
还 有 无 限 多 周期 窗口 ， 在 图 中 不 能 标 出 ， 沿 着 参数 空间 基 一 给 
定 的 曲线 ， 我 们 可 以 有 单 参数 的 分 贫 行 为. EE p/a 阿 诺 尔 
德 舌 头 的 大 大 值 处 的 p/a 轨道 稳定 区 ， 将 k 值 继续 增加 ， 将 有 
单 峰 映射 的 分 倪 行 为 ， 沿 着 以 g(r) = fot (2) - Fa 的 拐点 为 
(z,g"(z)) 面 上 g"(z) 与 对 角 线 的 交点 所 定义 的 (w,k) 曲线 ， 沿 
k 的 增加 方向 ， 将 有 与 反对 称 立方 映射 类 似 的 分 倪 行 为 ， 作 为 
后 者 的 一 个 例子 ， 我 们 考察 (w,k) = (0, k) ££, ERO SE £128 091. 


() a — - 2105 
Áo ui ri , - a U. 2 


16-2 


图 16-2 给 出 了 参数 空间 (0,5) RENDER. A 16-2(i) 
与 图 16-2(ii) 的 初 值 分 别 为 Lo = 0.25 与 zo = 0.75. 对 于 小 
HJ k fH, 2 = 0 是 稳定 不 动 点 . YE k = 2 处 发 生 倍 周期 分 
$i. fe k = mw 处 ， 由 不 同 初 值 出 发 的 倍 周 期 轨道 分 成 两 个 不 
同 的 吸引 子 . 接着 的 分 岔 可 很 好 地 由 费 根 鲍 姆 倍 周期 序列 来 描 
XR. 在 k4 = 2r(0.25 + 1/2r2)12 ~ 3.445 处 出 现 四 周期 轨道 ， 
ks = 3.512 处 出 现 8 周期 轨道 . 用 费 根 饱 姆 常数 ó = 4.669 与 差 
ks 一 ka = 0.0672, 可 算出 由 信 周 期 分 贫 到 混沌 过 湾 的 临界 点 为 
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k = 3.445 + 0.0672 » 4.6697” = 3.531. YE k = ka = 4.603 处 ， 


n=0 

f(z) 的 极 值 点 映射 为 其 不 稳定 不 动 点 . k< ka 时 f(x) HAN 
限制 在 (0.1) 区 间 ， 其 分 倪 行 为 与 反对 称 立 方 映射 相同 其 中 有 
无 限 多 周期 窗口 .有 = ka 时 迭代 点 充满 整个 (0,1) 区 间 . k> ka 
时 和 迭代 点 将 越 出 (0,1) KE, 发 生 扩散 , 我 们 将 在 下 一 节 讨 论 这 
种 扩散 现象 . 不过， 在 图 16-2 P, FRETAR, MA ANH 
在 (0,1) KEA. ME k AKATSAK, 可 以 看 到 在 偶数 倍 7 与 
奇数 们 7 处 有 明显 的 周期 窗口 .由 图 16-1 up, k= 2nz 处 的 
窗口 是 由 tn/1 阿 诺 尔 德 舌头 延伸 过 来 的 ， 不 同 初 值 有 不 同 的 
吸引 子 ， 有 双 稳 态 . 在 k= (22+1l)r 处 则 有 新 生 二 周期 轨道 


P_(n41)Mo 与 N. 4mo, BY Pr+iMo 与 Na Mo. 


在 ”=0 轴 上 ， 它 们 是 锁 频 的 ， 可 表 为 M_nmo 或 ma Mo, 这 两 
个 表示 完全 等 价 . 

当 w 关 0 时 , 超 临 界 圆 映 射 的 行为 在 定性 上 是 与 w=0 的 情 
况 相 似 的 ， 周 期 轨道 与 混沌 轨道 出 现 的 次 序 随 着 w 而 变化 . 对 
不 同 的 初始 条 件 ， 可 能 出 现 不 同 的 周期 轨道 ， 或 出 现 周 期 轨道 
杜 混 沌 轨道 双 稳 态 ， 或 出 现 都 是 混沌 吸引 子 的 双 稳 态 . 图 16-3 
给 出 了 w= 0.45 时 的 (kr) 分 分 图 ， 图 16-3() 与 图 16-3(ii) 的 初 
值 分 别 为 xo = 0.75 与 zo = 0.25. 由 图 16-1 可 见 ， 图 16-3(i) 中 
2nk = 0.55 时 的 二 周期 来 自 0/1 舌头 的 倍 周 期 轨道 ， 图 16-3(ii) 
中 的 则 来 自 1/1 舌头 的 轨道 . 这 两 条 轨道 在 w = 0.45 处 都 有 完 
全 的 单 峰 映射 的 分 岔 图 . 不 同 的 是 ， 图 16-3(i) 初 值 为 zo = 0.75 
的 轨道 最 后 发 生 危机 时 ， 初 值 为 zo = 0.25 的 轨道 仍 是 稳定 的 ， 
XU E) OU HUS S. 而 图 16-3(i) 发 生 危 机 时 ， 变 为 充满 整个 
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区 间 的 混沌 态 、 从 图 16-1 也 能 估计 到 这 些 结果 ， 不 过 (er) 分 
岔 图 给 出 了 更 清晰 且 直 观 的 图 象 . 


0.5 0.5 
T "a 

0. 3 Q. 3 

0. ] 0. 1 

— (). mm 0. l 

—0.3 —0. 3 
—0.5 $ --0. 5 一 
0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.55 0.60 50,65 0.70 0.75 

k/2mn k/2n 
(i) | (ii) 
16-3 


§17 w=0 超 临 界 圆 映射 所 描述 的 扩散 行为 


$16 提 到 ， 在 w= 0,k> ka 2 4.608 处 会 出 现 扩散 运动 .在 
临界 点 (w = 0,k = ka) 的 邻 
域 ， 这 种 扩散 也 具有 普 适 的 
标 度 律 . 因此 , 在 分 析 超 临界 
圆 映 射 的 其 他 标 度 性 之 前 ， 
Zas | 先 介 绍 与 扩散 的 出 现 有 关 的 
10.732695 标 度 律 [26]. 

考虑 映射 


( Cry— Xo y ) 


Z541-— T4 — Lu sin(272, ). 
(17.1) 
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Dot Woka ror Epit; Le MH ioc eri TA AK Renee arme e A o t ese oo 9 T AR s s n o ee nee 


dE u > po = 0.73264413 Hj, RAD Bux. B 17-31 给 出 了 对 
((tn — zo)?) 所 作 的 数值 计算 的 结果 . 平均 是 对 -1/2 < zo < 1/2 
间 的 2000 个 值 作 的 . 正如 所 期 望 的 ， 它 与 7 的 关系 是 一 直线 ， 
其 斜率 给 出 2D, D 为 扩散 系数 . 在 uc 的 邻 域 ， 对 于 小 的 噪声 
o, 忆 D 与 ( -AHpe) 及 的 关系 具有 普 适 性 ， 因 此 下 面 将 与 噪声 的 
影响 一 起 讨论 . 
考虑 更 加 普遍 的 映射 
Zn+l = f(n) + oén, (17.2) 


其 中 & 为 高 斯 白 噪声 ，o <1, f(r) 是 z HIRR, f(z) 一 z 
是 周期 通 数 ， 即 


f(-z)-2-f(x, f(r+n)=n+t f(z). (17.3a) 
f(z) 在 每 一 周期 内 有 相对 的 极 大 ， 位 于 n+zxc, -1/2< zc <0. 
在 Le 的 邻 域 ， 
f(a) = a(n) — b(u)|@ — zel®. (17.3b) 
c £0 时 附加 假设 
E 一 f(z)| lfr- ar] al. (17.3c) 
设 pn(z)dz 为 当初 值 zo Æ (— 5,5) 内 而 nn 时 在 (2,2 + de) 
区 间 发 现 迭 代 点 的 概率 ， 则 由 概率 守恒 得 
e) = | [^ nEw- Fa) - o€ldrag. (17.4) 
其 中 v(£) 为 高 斯 分 布 ， 定 义 初始 在 0 元 胞 而 n 时 在 1 元 胞 内 发 
现 选 代 点 的 概率 


TE 
P,(l) = I, Pn(y)dy. (17.5) 
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把 (17.4) RA (17.5), 完成 对 y 的 积分 ， 得 
oo s(x) 
Poa =] | NATI (17.6) 


其 中 r(x) = [l — 1/2 — f(2)]/o, s(x) = [l + 1/2 — f(z)]/o. Iit 
IA fe] « uc FF Ho « 1, 忽略 cexp(—1/207) 项 ， 可 完成 对 上 的 
积分 : 


1+ł 
Pr4i(l) =P, (D 一 J p» (x) (erfc [—21/?r(z)] 


1 
2 
+ erfc[—271/? s(z)] da 


13 
1 [*2 
-1/2 
+ J Pn(x)erfc [-2^ °/*s(x)|dxr 
2 Jui 


1 (3 
十 二 pn(zjerfc [-2^ ?r(a)]|dz. 
2 Is (17.7) 
对 于 长 时 间 行为 ， pn(z)/Ps(D) 对 1- isle LAS 
n 、 上 无 关 的 分 布 ， 记 其 为 p(x), (17.7) BH 


" 
Pn(D) - Pall) =~ 3/40 f | pz) erte -27ra 


+ erfc[-27 ? s(z)] dx 


1 1+3 
+ -Pall + D | p(x)erfc[-2 ^"? s(a)]dz 
2 " 


1 
1 E 
+ 5Pa(t - 1) Is p(z)erfc[-2- ?r(z)]dz. 


(17.8) 
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对 1 作 傅 里 时 变换 ， 利 用 对 称 性 质 (17.32), 可 求 得 (17.8) 的 解 


px) 


Mp Nin 


Pa (D) =N} y {1 —-(1- cosk) f 
7 - 


erfe (27/2 F - fG2)|/o)dc et. (17.9) 


》 为 对 第 一 布 里 渊 区 的 N AS Kk ORAM. 用 (17.9) 可 以 计算 长 
时 间 的 ((zn 一 20)?), 得 到 


D = aJa p(x)erfc 27^ E 一 f(z)| [a Mz. (17.10) 


在 (deste) 邻 域 ， 可 取 alu) = 5 + a (a — He), b= Be) = 常数 
利用 (17.3b), 并 忽略 [o? + o(p- n.) ^ 项 ， 得 
D = oled(w — pe)/0), (17.11) 
d(z) — a7 (VÀj6)/^p(a.) f à (u+ 
—2 2a'z 
272a! z)!* 3 erfc (u)du. (17.12) 
d 是 普 适 的 标 度 函数 ， 它 只 与 (u— uc)/o ARK. 这 与 磁场 中 的 相 


ERA, u-u 对 应 于 温度 ，o 对 应 于 磁场 . 在 4 = kc 处 ， 只 
有 噪声 引起 扩散 D = oed). 在 无 噪声 情况 ， (17.10) BA 


D = 2p(zo)(a /b) "^ (u — pc) + O(Au^), (17.13) 


PRA o 5 Ap 的 临界 指数 都 是 1/a 
为 了 显示 d 函数 的 普 适 性 ， 图 17-2 给 出 了 对 于 映射 
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f(z) = 3*2, (22? 一 ;) 
所 作 的 数值 实验 的 结果 . 纵 、 横 坐 
标 分 别 用 标 度 变 量 Doe 与 (u— 
w/o ”图 中 给 出 了 三 个 o 值 与 
(一 1,1) lH] 100 个 4Hp/e 值 所 得 的 
结果 , 它们 都 很 好 地 沙 在 由 (17.12) 
给 出 的 曲线 的 附近 . 在 利用 (17.12) 
作 计 算 时 没有 任何 可 调 参 数 . 


8 18 接近 临界 线 处 阿 诺 尔 德 舌 头 的 相似 性 


在 临界 线 之 上 ,每 个 阿 诺 尔 德 舌头 都 有 复杂 而 相似 的 结构 . 
自然 期 望 最 接近 临界 线 的 结构 具有 与 临界 线 有 关 的 标 度 律 .与 
其 有 关 的 量 为 ， 例如， 发 生 倍 周期 分 贫 
HBR k 值 ， 锁 模 区 边界 与 阿 诺 尔 德 舌 
头 边 界 的 交点 等 . 数值 实验 发 现 , 不同 
的 转 数 序列 有 不 同 的 标 度 律 CTS 其 中 
最 重要 的 是 趋向 菲 波 那 契 数 的 EFE. 
序列 的 标 度 律 . 

参考 如 图 18-1 所 示 的 阿 诺 尔 德 舌 
Xo 其 临界 线 上 的 舌头 宽度 A(Fi/Fiy1) 
应 满足 与 (10.13) 相同 的 标 度 律 


A(FilFisi)/ A(Fia/ Fi) — P3”, y = 2.1644, (18.1) 
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lis 


所 以 
AC Fi) « (95?) x FZ. (18.2) 


“ok 偏离 临界 值 上 = 1 而 仍 在 其 邻 域 时 ， $10 中 定义 了 一 个 组 
合 变量 (k-1)F2,,, 数值 实验 表明 : alk) 与 6(k) 等 都 只 是 这 
28 A HEBES. 从重 正 化 群 的 观点 ， 如 把 Ak =k -—-1 WHE 
为 重 正 化 群 的 不 动 点 的 邻 域 ， 我 们 目 然 可 以 期 望 尺 > 1 与 和 <1 
时 有 相同 的 邻 域 性 质 . 因此 我 们 有 


d; x (E€, ji X (Er)i X Fi, 2 = 1.0587. (18.3) 


文献 [28] 和 [29] 等 的 数值 实验 完全 证 实 了 (18.2) 与 (18.3). 由 
于 (18.3) 式 ， 看 来 从 数值 计算 得 到 的 比值 sarge/ssnal = 1.018 与 
d/elarge = 2.19 也 是 普通 的 . 可 以 期 望 ， 所 有 二 次 无 理 数 具 有 相 
同 的 标 度 律 ， 只 不 过 Fy 与 y,z 要 换 成 与 所 涉及 的 无 理 数 有 关 
的 量 . 
很 有 意思 的 是 , 数值 计算 发 现 , 对 于 趋向 有 理 转 数 的 序列 ， 

s 与 dg 并 不 趋向 于 0. 对 于 pv = 1/N,1/(N4+1/M), N =1,2,3,--- 
等 序列 ， 数 值 计 算 都 发 现 由 scr,ss NI 的 关系 是 


Ak, ~a+b/N?:; (18.4) 
而 对 于 小 的 M = 1,...,b, 发 现 
a ~ ao/M, b ~ boM. (18.5) 


这 是 否 意味 着 M,N > co Wa 30? Xf o, =1/N +1/N) FF 
列 所 作 的 计算 表明 ， d,e, En 仍 可 由 (18.4) 描述 ， 只 是 系数 有 
所 不 同 . 甚至 对 pv = 1/(N+1/(N+1/N)) FRY, BK Ak, th 
有 不 为 ORR. 因此， 自然 推测 ， 所 有 具有 有 限 连 分 式 的 转 
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数 ， 在 其 元 素 值 趋向 无 穷 时 ，d 5 e RAM, MIN A= 1 
线 上 的 阿 诺 尔 德 舌 头 的 宽度 都 趋 于 O. 

如 何 理解 这 些 结果 呢 ? 上述 结果 是 利用 函数 g(x) = 7(?(z)- 
p 得 出 的 ， 以 s 的 计算 为 例 ， 它 要 求 g(x) 把 最 接近 拐点 的 具有 
极 大 (小 ) 值 的 点 zm 映射 为 g(x) 的 最 接近 拐点 的 不 稳定 不 动 所 
ty 对 立方 拐点 ， 在 z=0 附近 


f(z) & v 4 az? — (k — 1)z, (18.6) 


XP k 1 有 两 个 极 值 点 zw 守土 Vk — 1. BHO, Aa th E lal 
一 量 级 a, 守 Vk — 1. g(z) 的 拐点 邻 域 的 局 部 图 形 是 (18.6) 的 映 
射 有 相同 的 行为 . 对 于 二 次 无 理 数 ，zv ac! Be; ac. 但 
是 对 于 趋向 有 理 数 p/g 的 序列 pi/ai, 情况 有 所 不 同 . 虽然 i 一 cc 
时 gq; — oo, 但 轨道 并 不 覆盖 整个 圆 ， 而 是 集中 在 p/a PORTS q 
个 鞍点 的 邻 域 , 因此 ， 最 接近 z = 0 点 的 g(z) 的 不 动 点 与 z=0 
有 有 限 的 距离 ， ei(i oo) 也 有 如 (18.4) 所 表示 的 有 限 值 . 

虽然 对 不 同 的 序列 有 不 同 的 标 度 律 ， 但 如 $13 讨论 上 =1 
情况 一 样 , 我 们 可 以 研究 对 所 有 序列 的 平均 标 度 律 . 定义 d(p/a) 
JJ p/a 舌头 中 倍 周期 分 岔 双 曲 临界 线 最 低 点 与 上 = 工 轴 上 超 称 
定点 之 间 的 距离 ， 计算 发 现 


(d(p/a)p 4 ^, c = 0.74 + 0.06; (18.7) 
(y d(p/q)p^q ^*, Os 0.41 + 0.02. (18.8) 


比较 (18.3) 与 (18.7) .. (18.8), RJ I, k = 1 BAB AY op 2 FP EXER 
低 点 的 对 9 ERF B5] B EE BE RJ SE T C53 3E Ue AB S FF 9 BY E A 
不 同 . 但 其 方 根 平均 (18.8) 的 标 度 指 数 ， 在 数值 计算 误 老 范围 
内 与 上 = 1 EMA RRR (13.12) 相等 ， o, = o. 此 外 ， 
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d(p/q) 5& (d(p/q))p BY HRY EE 813 中 di(p/q) £& di(q) 的 涨 落 大 ， 
因此 o 与 c, 的 误差 也 比 a RIAK, mE o< 2o,. 


8 19 人 和 倍 有 周 期 分 岔 的 矢量 标 度 律 


$18 研究 了 不 同 的 阿 诺 尔 德 瑞 头 之 间 由 有 上 = 1 至 倍 周期 分 
贫 双 曲线 最 低 点 之 间距 离 的 标 度 律 . 随 上 的 继续 增加 ， 我 们 将 
遇 到 倍 周 期 分 岔 序列 . 我 们 在 89 中 已 经 看 到 ， 对 于 像 标 准 圆 映 
射 这 样 的 双 临 界 点 双 参 数 的 映射 ， 倍 周期 序列 形成 二 元 树 ， 每 
一 阿 庄 尔 德 舌 头 都 有 其 相应 的 二 元 树 ， 每 一 二 元 树 本 身 都 有 其 
内 部 相同 的 标 度 律 ， 本 节 研 究 这 种 内 部 的 标 度 律 04. 

在 二 维 参 数 平 面 上 ， 倍 周期 分 岔 临界 点 变 成 临界 线 ， 这 些 
线 终止 于 三 临界 点 . 三 临界 点 集 是 一 康 托 集 ， 它 们 是 无 限 二 元 
树 的 端点 . 二 元 树 上 的 标 度 律 可 以 用 参数 平面 上 的 二 种 曲线 来 
描述 ， 它 们 是 超 稳定 线 与 超 稳 定 轨道 片段 线 . 超 稳 定 轨道 片段 
是 通过 两 个 极 值 点 的 轨道 的 一 部 分 ， 两 个 适当 的 超 稳定 轨道 片 
段 的 组 合 可 生成 一 双 超 稳定 轨道 ,片段 线 系统 包含 一 嵌入 的 二 
元 树 ， 它 清楚 地 显示 出 参数 平面 上 的 自然 标 度 方向 ,不同 的 方 
加 有 不 同 的 收敛 率 ， 现 在 有 两 个 收敛 率 ô 与 ,因此 称 为 矢量 
标 度 律 . 

以 M 5j m 分 别 表示 圆 映 射 f 的 极 大 点 与 极 小 点 ， 超 稳定 
线 5j 与 8i 的 定义 是 : 


Sj: f(M;w,k)- M, (19.1) 
sı: fÜ(miw,k) = m; (19.2) 
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方程 的 解 * = kw) 超 稳定 轨道 片段 线 M; 与 m, 是 满足 下 面 方 
程 的 解 : 


M;: fÜ(muw,k)-M, 7 为 奇数 (19.3) 
m: fÜ(M;wo,k)—-m, | AAR. (19.4) 


当 M; 5j m, H, M7 +) = 2^, 则 它们 确定 了 双 超 稳 
轨道 的 参数 ， 这 条 轨道 通过 M 与 mm. (19.1)~(19.4) 的 定义 适用 
于 0/1 RBG, XP: 3 Bg B ARIES, TREE 
相应 的 推广 . 

图 19-1 给 出 了 标准 圆 映 射 的 能 构成 7+ i=2” 的 M; 5 m; 
£k. AHER k RRE. Wi 与 mi 的 交点 给 出 了 双 超 稳 轨 道 
FA, BER TE AY — oo E 
双 超 稳 轨 道 序 列 Mi N Moni 
终止 于 三 临界 点 TM), 党 
着 ms 的 双 超 稳 轨 道 序列 
ma N Ma -3 终止 于 三 临界 点 
T (m3) 等 等 . 双 超 稳 轨 道具 有 
四 次 极 值 ， 具 有 四 次 临界 点 
的 单 峰 映 射 的 倍 周期 分 岔 的 

aaoo o oo oo UE A ô = 7.28469, 

° 上 述 序列 沿 着 Mi 或 ms IE 

A DEA xx SCS EE ES IF] TM) 

Bk T(ms) fj. 沿 着 增加 的 方向 ， 每 一 交点 处 只 有 左上 上 右 R 
两 个 分 支 ， Mn nrnan a 可 表 为 RR…R. 以 后 可 知 ， RR---RL 
端点 与 Mi 的 距离 以 ô = 2.85713 标 度 趋 向 T(Mi). 56 = a2, 
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a4 = —1.6903 是 四 次 单 峰 映射 的 坐标 标 度 常 数 . 当然， 如 果 沿 
着 (ok) 平面 的 任 一 固定 方向 ,例如 ww 或 k 方 向 趋向 费 根 鲍 姆 
临界 线 ， 我 们 仍 有 通 销 的 二 次 单 峰 映射 的 收敛 率 5 = 4.6692…. 
现在 我 们 分 析 三 临界 点 T 的 邻 域 的 超 稳定 线 系 的 标 度 性 
M. 图 19-2 给 出 了 Mi 及 与 其 相 联 系 的 超 稳定 线 ， 沿 着 任 一 超 
稳定 轨道 片段 线 有 两 组 超 稳定 线 与 标 度 性 有 关 ， 一 组 是 与 主干 
S 相交 的 , 即 图 中 的 n, 另 一 组 始 于 与 主干 相 接 。”， 
并 朝向 一 边 ， 即 图 中 的 u n 在 $ 上 以 收敛 率 CONN ， 
61 趋向 通过 三 临界 点 的 费 根 鲍 姆 线 . 在 每 一 分 \ l 
ibl, ubia Macc ERR N NT 
根 鲍 姆 线 . 每 一 分 支 5 都 可 以 作为 与 5 相似 的 ”\Y N 
主干 有 其 次 级 的 分 支 ， 如 此 等 等 ， 以 至 无 穷 


这 正 是 我 们 在 $9 中 分 析 过 的 图 象 ， 每 一 ”上 Z 
的 4 集 的 宽度 ， 在 趋向 T 时 以 5 标 度 . du 
集 的 深度 ， 如 图 中 空心 圆 点 所 示 , 在 趋向 工时 m 19.2 


以 62 ERPE. 


for) 


(i) (ii) 
图 19-3 
参数 平面 的 标 度 性 与 相 空 间 轨 道 的 标 度 性 有 关 ， 它 们 在 任 
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一 三 临界 点 处 都 变 成 普 适 的 ， 现 先 以 沿 Mi a TM) 为 例 来 
讨论 . 图 19-3 给 出 了 Mi 上 Manma 点 与 T(M1) 点 的 标准 圆 映 射 
的 fO (a) 图 . 在 Minm, &b, f(x) YE M 5 m 都 有 四 次 极 值 . 
图 19-3(8) 给 出 了 了 (An ) 处 的 SO (x) 图 . 这 时 ,在 m 处 有 四 次 
RA, ME M 处 只 有 二 次 极 值 . 这 是 因为 TY(Mi) = M Nm, 
根据 (19.3) 与 (19.4), m 被 S RIYA M, 所 
/ £N 以 f(r) 在 m 有 四 次 极 大 ， 而 fM) 的 邻 
域 只 被 f 作 线 性 映射 ， 所 以 f(x) 在 M 
只 有 二 次 极 值 . m 峰 的 结构 以 oa 标 度 ， 
^ M 的 结构 以 az = at 标 度 . 


nj 我 们 也 可 以 把 上 述 讨论 推广 到 旁 支 上 
! 图 19-4 轨道 对 的 情况 ， 例 如 图 19-4 所 示 的 双 超 稳 


定 轨道 序列 
Di - Dy “+ D; — Da, 
它 等 价 于 Di 一 Dy. 据 (19.3) 5j (19.4) 可 见 ， 每 一 过 渡 的 重新 
标 度 如 下 : 
Di 一 D2: Em X az’, dE M 为 ai! (周期 减 半 ) 
D» -M, D, : 在 77 Wy O4, 在 M 为 Q? (4% Jed $9) 
D; > Da : YE m X o2, dE M 为 as Cfr F8] HI) 


D; > D, 道 倍 周期 方向 ， 周 期 减 半 ， 其 标 度 情况 是 Ds D, 
REL. MOAR, 4 


Dı Da TE m X o4, YE M X o3. 


它 与 沿 M 主干 的 重新 标 度 相同 ， 旁 支 的 效应 相互 抵消 . 
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上 述 讨论 可 以 推广 到 任 一 主干 M; E m: TE M; E, fO (a) 
Em 上 是 四 次 的 ， 而 由 mm BM 的 前 7 个 点 上 都 是 二 次 的 ; 在 
m 上 则 反之 ， 例如， 沿 着 ms, f(r) dE M 处 为 四 次 的 ， 而 在 
f(A), SOM), SA 处 都 是 二 次 的 . 因此 , fE T(ma) Xb M A 
标 度 因子 为 oa, SM), fO (M) 与 f (M) 等 于 m 处 的 标 度 央 
子 都 是 oj. 在 重 正 化 群 的 处 理 中 ， 我 们 要 引入 普 适 函数 ， 现 在 
Wu PN T IX. 在 T(ma) E, fO tU (a) 在 M 点 是 四 次 的 ， 由 q4 
描述 ， 在 (M) JOM) 点 都 是 二 次 的 ， 由 qo XP. gle) 
与 ga(z) 的 图 形 与 图 19-3(i) 中 相应 小 方 框 中 的 图 形 相似 . 

在 三 临界 点 处 ， 9a 与 qa 都 满足 费 根 鲍 姆 重 正 化 群 不 动 点 
方程 

gj = ojdj(aj(r/o;), j=2 R4 —— (19.5) 
PRUE gz 5 qa ZI TEE GE ERA 
q(x) = [aa(V/z)]*. (19.6) 
BEL Tims) 为 例 . 在 M 点 的 邻 域 z << 1 有 
JM +x) x M qa). (19.7) 


因为 轨道 还 通过 m, 所 以 qale) e a ba +- 有 四 次 极 值 . 对 于 
f[(M) 点 的 邻 域 F(M) + 2, 利用 (19.7) 可 得 
FOU F(M) +2) xf *P(M + V2z/f"(M)) 
= f(M + qa(v/22/f"(M))) 
~f(M) + 5S" OD 227 FAM) 站 
ef (M) + qo(z). (19.8) 
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BibL as) = [V I Ea orsa) «BR hi C, Bn 
(19.6). (19.7) 与 (19.8) 中 的 9 BAAR n AKIN 
Be, XC EE IURE EUER PE (19.6). gle) 有 二 次 极 值 . 依 此 类 推 ， 
对 T(ma) A, fO (M) 与 f((M) 处 的 标 度 函数 也 都 是 aa (a). 
正如 图 19-301) 所 显示 的 ， 因 为 oa(z) 将 x =0 映射 为 ga 极 大 ， 
(19.6) 表明 q(x) 映射 其 极 小 至 极 大 . 将 (19.6) 代入 (19.5), 可 见 


o = ad (19.9) 
将 (19.5) 在 其 不 动 点 解 的 邻 域 线 性 化 ， 得 线性 化 算 符 


Lih = oj(aj(aj(z/o;))h(z/o;) + h(aj(z/o;))). 3 2 Ek 4. 
(19.10) 
HFEABEB, SPARS ATER ERK AIL, RE 
算 符 La 5 L4 具有 相同 的 谱 . KL. 有 本 征 值 为 和 HATER 
h, 


Loh = Ah, (19.11) 
则 易 证 算 符 H 
Hh = [go(z?)] "^ h(a?) (19.12) 
满足 恒等式 
L4H = HL». (19.13) 


因此 (19.12) 是 L4 WASTER A A AS EIS X, 
LaHh = AHR. (19.14) 


FETE (19.6) RAMA, 谱 理 论 对 于 Ls 与 L, 是 对 称 的 。 Lo 
与 Ly 有 共同 相关 本 征 值 5 = 7.28469. 
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earn te FOAL rt Tn I inp. er a me T 


VERLA TE ETC IPLE wR SS Os TE EA BH 
出 ， 
hy” (æ) = (qj)* — z*q; (19.15) 


是 Ly 的 本 征 值 为 ai-* 的 本 征 函 数 ， 
LR) = ah KAY), (19.16) 


直接 把 (19.15) 代入 (19.10), 就 可 证 明 (19.16). AS 相应 于 o; 的 
拓扑 共 轿 变换 r> z +cz* AE. k> 1 的 本 征 值 小 于 1, 是 
不 相关 的 ， 上 k=1 属于 边缘 本 征 值 ， 及 相应 于 无 限 小 标 度 变 
fe, 通常 它 由 于 原点 的 选择 而 不 必 考 虑 . 但 是 , EPR 
WEA (19.16), Lo 的 平移 本 征 矢 对 应 于 La 的 上 = -1 本 征 矢 . 
本 征 值 为 62 = as = a3. La 的 本 征 矢 为 


nD) (a) = 1— qz). (19.17) 
La 的 本 征 矢 为 


hy (2) «H(1— qi(z)) = lg(a 一 的 (z3)] 


=(qa(x))~* — x'g (2). (19.18) 


hy (x) 是 光滑 的 ， AD5(z) 则 有 简单 奇 点 . 

qz(z) 与 qa(x) 描述 fO (a) 函数 在 对 角 线 邻 域 的 不 同 极 值 
邻 域 的 函数 形状 . 沿 着 各 级 干线 ，51 微 扰 保持 gs(z) 的 四 次 行 
为 与 ga(z) 的 将 其 极 小 映射 为 极 大 的 行为 ， 因 此 5. 描述 沿 干线 
的 分 岔 点 的 标 度 性 质 . 5 微 扰 对 于 qz(z) 是 一 无 限 小 平移 ， 它 
应 保持 gztz) 的 形状 ， 例 如 两 极 值 之 间 的 标 度 性 质 ， 对 于 w(z) 
hi (2) 在 原点 有 二 次 行为 ， 在 qs(z) 的 零点 有 奇异 性 ， 其 在 原 
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点 的 行为 表明 偏离 了 主干 ,， 因而 02 EEF RR R EPRA 
标 度 性 质 ， 这 些 结论 正 与 前 面 对 图 19-2 的 讨论 一 致 . 


820 FRA RE AM ERR EX PRON HUE 


fr 818 t", RMT KR EB KZ — RA 
期 分 岔 的 分 岔 点 与 大 = 1 线 之 间 的 距离 的 标 度 律 . dE $19 中 又 
研究 了 任 一 阿 诡 尔 德 理 头 中 倍 周 期 分 岔 序列 的 标 度 律 . 因此 ， 
我 们 自然 期 望 某 些 阿 诺 尔 德 舌 头 序 列 中 存在 着 分 贫 图 形 的 相似 
性 . 首先 要 考虑 的 序列 自然 是 菲 波 那 契 序列 FF 中 分 贫 图 
的 相似 性 B9l. 

i $12 中 那样 ， 定 义 


gi(z, w, k) = fhe (a) 一 Fi, (20.1) 
考虑 其 沿 ma 超 稳 定 轨道 片段 线 
gi(M,w,k)=m (20.2) 


的 倍 周期 分 售 ，(20.2) 定义 了 (w, k) 平面 上 的 一 条 曲线 w = olk). 
fx 519 的 讨论 ， 沿 着 w = o(k), 信 周 期 分 岔 发 生 于 分 岔 点 上 ， 
k™ = D, - D767”, (20.3) 


其 中 by = 7.28469. 对 可/ 转 数 所 作 的 计算 见 表 20.1, 它 证 实 
了 (20.3). 根据 (18.3) 式 ， 我 们 可 以 定义 


Y SCR ~ EDI) KE) 
= (Fi — FEMGSVS - FE) (20.4) 
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EE i- oœ 时 趋 于 


y = p^ = 1.6604. (20.5) 


X 20.1 转 数 上 /Fe 的 倍 周期 分 岔 序列 
k TL 


n à 
1 1.02409720444983 

2 1.02834686894493 zx 

3 1.02891167513570 | 7.8683 
4 1.02898909113071 | 7.3366 
5 1.02899972534345 | 7.2854 
6 1.02900118573314 | 7.2825 
T 1.02900138623559 | 7.2838 
8 1.02900141376128 | 7.2842 


因此 ， ki Sn Kd 的 关系 可 表示 为 
| ke? = 1 + (cw -cb "w^. (20.6) 


对 给 定 n = 1, kÜU Bü i 变化 的 情况 见 表 20.2， 由 表 201 SH 
20.2, 可 以 确定 出 (20.6) 中 的 常数 


cw = L65--., c= 0.334... 


ENS nn, i 无 关 . | 
X 20.2n=1 o 值 的 计算 
1 


1 [s | 
1 1/1 | 2.53655898923060 . 
2 1/2 | 1.59367633160552 . 
3 2/3 | 1.36078491318770 | 4.0486 
4 3/5 | 1.19627291518724 | 1.4157 
5 5/8 | 1.11597423822489 | 2.0488 
6 8/13 | 1.06776535704082 | 1.6656 
7 13/21 | 1.01041150542873 | 1.7624 
8 21/34 | 1.02409720444983 | 1.6767 
9 34/55 | 1.01445404665980 | 1.6918 
10 55/89 | 1.00867538320366 | 1.6688 
11 | 89/144 | 1.00521665554132 | 1.6707 
12 | 144/233 | 1.00313801231450 | 1.6639 
233/377 | 1.00188877737040 | 1.6639 
377/610 | 1.00113704679966 
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rr i Em Russ aii, asm AD S mnl TT ARIA AME S sn 


f 的 极 小 点 m = (21)! cos! (1/k) SEKA M = 一 (27r) 1 
:cos ! (1/k) Æ k — 1 很 小 时 可 表 为 iD 因此 ， 如 果 
期 望 不 同 ; 的 (kr) 分 岔 图 有 相似 性 ， 坐 标 x 以 (k — 1)! 重新 
PREGA AE. HAR, HAF al? 定义 


AP! = iP — 11, (20.7) 
CE i> oo 时 趋向 一 个 与 i 无关 的 极限 

AC) = (co — c67)1/2, (20.8) 
我 们 将 以 X 代替 kt” 作为 新 的 参数 . 相应 地 ， 对 z 作 同 样 的 
标 度 u = 21/2 y4/22. 分 岔 图 OA, u) 在 i 很 大 时 应 该 与 i 无关. dH 
况 确实 如 此 ， 图 20-1) 与 (i) 分 别 给 出 了 i = 8 5j i = 14 情况 


的 (和 ,jp) 分 岔 图， 这 两 图 几乎 是 全 同 的 ， i> oo 时 EF; £s 
IE SEA ri, DOE BE 20-1 也 给 出 了 准 周 期 pe 向 混沌 转变 的 


图 20-1 
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821 超 临 界 圆 映射 的 混沌 测度 及 其 标 度 律 


到 现在 为 止 ， 我 们 已 经 摘 清 楚 了 标准 正弦 圆 上 映射 在 临界 线 
之 上 的 分 岔 及 向 混沌 过 渡 的 情况 . 随 着 耦合 强度 上 值 的 继续 增 
加 ,在 (wk) 平面 上 ， 混 症状 态 所 占 的 比率 越 来 越 大 . 在 混沌 状 
态 之 间 义 有 无 穷 多 的 周期 窗口 .关于 周期 窗口 ， 上 面 关于 符号 
动力 学 ， 阿 诺尔 德 舌头 之 间 的 相互 关系 与 参数 平面 上 的 分 岔 图 
的 讨论 ， 已 经 给 出 了 对 其 描述 的 一 般 原 则 ， 我 们 很 难 对 它 作 再 
进一步 的 详细 的 讨论 ， 既 然 随 的 增加 ， 混 沌 状态 越 来 越 多 ， 
下 面 将 着 重 研究 混沌 测度 . 

关于 混沌 测度 , 由 单 峰 映射 得 到 的 概念 同样 适用 于 圆 映 射 . 
圆 映 射 是 一 维 喘 射 ， 混 沌 轨道 在 相 空 间 的 分 布 具有 豪 斯 多 夫 维 
数 1. 在 参数 平面 (o, k) 上 ， 混 沌 状态 只 出 现在 二 维 测度 为 0 的 
线 上 .在 任 一 混沌 线 的 任意 邻 域内 都 可 以 找到 周期 状态 ， 但 正 
像 单 峰 映 射 一 样 ， 在 (wk) 平面 上 存在 无 限 多 的 临界 曲线 ， 它 
对 应 于 单 峰 映射 发 生 和 危机 的 临界 点 ， 在 这 样 线 的 邻 域 ， 参 数 平 
面 上 的 混沌 测度 趋 于 1. 根据 这 个 图 象 , 我 们 就 可 以 简单 地 用 数 
值 办 法 计算 (w, k) 平面 上 的 混沌 测度 . 

tA EA kA, Æw 的 (0, 0.5) 区 间 等 分 为 5000 分 点 ， 在 
每 个 分 点 上 由 相 空 间 的 M AR m 点 出 发 计算 轨道 的 李 雅 普 诺 
夫 指 数 


1 心 | | 

A= lim 5 NL (21.1) 

如 果 A > 0, RAHE (wk) 点 所 在 的 格子 内 由 M 或 m 出 发 的 
状态 判定 为 混沌 状态 ， 否 则 为 周期 状态 。 和 = 0 的 临界 状态 的 
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测度 为 0. 如 果 5000 个 点 中 有 No 个 属于 混沌 状态 ， 混 沌 测度 
M (k, M) B M (k, m) 将 定义 为 No/5000. 由 于 极 大 点 出 发 的 轨道 
与 由 极 小 点 出 发 的 轨道 对 于 v = 1/2 是 对 称 的 ， 因 此 大 值 处 w 
轴 上 出 现 混沌 的 测度 是 


M(k) = =[M(k, M) + M(k,m)]. (21.2) 


l 
2 
在 计算 和 时 ， 选 代 次 数 为 3 x 103. 把 迭代 次 数 增加 一 倍 或 把 分 
点 数 增 加 一 倍 ， 对 测度 计算 的 影响 不 会 超过 1%. 计算 结果 得 到 
了 如 图 213 所 示 的 M(k) 图 


0. 
0. 001 0.01 0.1 1.0 10.0 100.0 ~>] 


Æ 21-1 


首先 讨论 k= 1 的 邻 域 的 情况 ， 把 所 得 到 的 数据 用 如 下 标 
度 律 
M(k) = A(k — 1)* (21.3) 


A = 0.266 + 0.004, 8’ = 0.270 + 0.005. (21.4) 


TE $13 讨论 次 临界 < 1 情况 的 准 周期 测度 时 ， 曾 有 与 (21.3) 
类 似 的 公式 ， 那 里 的 临界 指数 6 —v(1— D) = 0.344 0.02. 其 中 
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D := 0.87 是 魔 梯 的 分 维 ， v = 2.63 ER k=1 时 宽度 Av 小 于 
ro 的 阿 诺 尔 德 舌头 在 (1— Kk)" x ro 所 确定 的 上 处 几乎 消失 . 

把 超 临 界 情况 与 次 临界 情况 比拟 ， 设 8 = (1— Dye’, Wo! 表明 
k — 1 时 宽度 为 4 BOSE EE ZR A ATE (1 — k)" e A 所 确定 的 
AD KE HRT. XE FARRAR SUE UJ, $F $20 的 讨论 ， 出 现 混 沌 
与 出 现 倍 周 期 有 同样 的 临界 指数 z, 利用 (18.2) 与 (18.3), 可 得 
v= = 2.05405. 如 对 所 有 阿 诺 尔 德 舌头 平均 ， 利 用 (23.10) 5 


(18.7), WA v= < —31. 显然 ， 由 菲 波 那 契 序列 的 舌头 所 得 的 
标 度 指数 能 给 出 与 (21.4) 一 致 的 结果 
v = 2.05405, 6’ = (1— D)v’ = 0.267. (21.5) 


初 看 起 来 ， 这 个 结果 符合 得 那么 好 ， 似 乎 令 人 惊奇 . 其 实 并 不 
奇怪 . fES18 中 我 们 已 经 知道 ， 那 些 趋向 有 理 转 数 的 长 周期 轨 
道 ， 它 们 不 会 在 &- 1 很 小 时 出 现 混沌 . 只 有 趋向 无 理 转 数 的 长 
周期 轨道 在 大 -1 的 邻 域 能 出 现 混沌 . 在 所 有 趋向 无 理 转 数 的 
矿 列 中 ， 非 波 那 契 序列 舌头 具有 最 大 的 宽度 与 最 小 的 vw'， 由 表 
10.1 可 见 ， 根 据 = 区 定义 的 v 值 ， 对 pe 为 最 小 ， 且 对 连 分 
数 表示 简单 的 无 理 转 数 与 p。 具 有 很 接近 的 v 值 . 这 样 ， 在 对 
所 有 阿 诺 尔 德 舌 头 中 的 混沌 测度 求 和 的 时 候 ， 菲 波 那 契 序列 起 
了 主要 的 作用 . 

由 图 21-1 可 见 ， (213) 与 (21.4) 给 出 的 M(k) 可 以 相当 好 
JEU EE k — 1 在 (0,1) 区 间 内 测度 值 。 当 然 ， 由 于 阿 诺 尔 德 舌 头 
内 的 分 倪 与 舌头 之 闻 的 重合 ， 在 这 一 区 域 中 也 会 出 现 无 穷 多 周 
期 窗口 . 如 图 21-1 所 示 ， 在 这 些 k 值 处 ，M(Kk) 会 比 (21.3) 所 
示 的 低 . 

图 21-1 所 示 的 M(k) 在 k=2 至 12 之 间 有 复杂 的 结构 ， 其 
中 每 一 个 谷 都 对 应 一 个 较 大 的 周期 窗口 . Bill, kc 2.8 处 的 谷 
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对 应 0/1 与 1/1 H3LERSJA] BARRE DI, Æ ko 2.8 之 前 与 附近 ， 这 两 
个 再 头 线性 地 增 大 ， Mk) 也 线性 地 下 降 ; 在 &s3 之 后 出 现 
混沌 ， M(k) 急剧 上 升 . 图 中 的 其 他 谷 大 部 分 对 应 于 低 周 期 的 
新 分 文 (2 4.88 关于 新 生 轨 道 的 分 析 ). k e 27 的 合 对 应 1/2 转 
数 的 第 二 支 周 期 轨道 ，&s 3r 的 谷 对 应 0/2 转 数 的 第 二 支 周 期 
轨道 . 1/3 5 2/3 RAMBO SMA ke 4, 第 三 文 出 现 于 
k x 5.5, RU SEHR T kom 7, 第 五 文 出 现 于 太一 7.4. 2/5 与 3/5 
+ 8S — 4 EM km 2.2. 至 此 ， 图 上 剩 下 的 不 属于 上 述 
FRÆ kom 3.2 处 的 谷 ， 它 对 应 于 1/1 再 头 的 三 倍 和 周期 窗 
口 . 另 一 点 需要 说 明 的 是 ， 法 里 序列 的 倍 周期 及 新 出 现 的 每 一 
周期 解 对 同一 初 值 都 有 上 下 两 个 分 支 . 这 使 对 应 的 谷 之 后 另 有 
PRR, BIG k a 4.0 附近 的 谷 也 包含 有 0/2 与 2/2 上 分 
支 的 贡献 . 
k > 10 之 后 ， 图 21-1 的 M(k) > 1, 进入 另 一 个 标 度 区 ， 有 
标 度 关系 
1 — M(k) = 4KE . (21.6) 
图 21-2 给 出 了 对 上 = 
10 Æ 128r KIA (1 一 


l- MU ur M(k) 5j k 的 关系 图 . 
: PEE PT 
» 01410 的 值 ， 曲 线 2 取 其 他 的 
' 值 ， 两 条 曲线 平行 ， 都 显 


2 


^N] BM = —1. A 值 分 别 
为 AL = 1.6, A, = 138. 为 
图 21-2 了 进一步 搞 清 这 两 条 曲线 

BEX, 分别 在 k= 4z 与 


0. 001, 1 iaiu 
19 2 845631002 3456 tf 
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5s 附近 作 详 细 的 计算 ， 得 到 图 21.30) 与 (ii). 它们 显示 了 nr EM 
近 光 滑 的 振荡 结构 .根据 §8 关于 新 生 轨 道 的 讨论 ， 并 参考 图 
16-1 BJ YL, Æ ka ar 处 的 贡献 来 自 新 生 的 1/2 轨道 


P onmi 5 Ni 或 Po 与 NA (21.7) 


xx ES LIB CH A ARDS k EMF co = 1/2 Ab. k — (2n 一 1)7 处 的 
贡献 来 自 新 生 的 0/2 轨道 


P_nmo 与 N_n+1imo 或 P, Mo 与 N41 Mo. (21.8) 


图 21-3 中 的 峰值 对 应 于 新 生 轨 道中 间 混 沌 区 的 贡献 ， 谷 值 由 于 
包含 了 两 个 分 支 的 周期 窗 日 的 贡献 ， 显 得 比 其 他 上 值 处 更 低 . 


0.16 
[一 Me oie 


Q. 14 
0.13 QSQ0.1 
0.12 LoM) 0.] 
0.11 Q. 1] 
0.10 0. 10 
0.09 9. 08 
0.08 QO. UE 
0.07 0. 07 UT 
0.06 0. 05 
0.05 0. 0 
12.0 13 13.0 15. 0 15.3 16. 0 
k 
(i) (ii) 
图 21-3 


最 后 ， 我 们 证 明 8”= -1. 为 此 ， 首 先 计算 0/1 舌头 稳定 区 
E k 一 co 时 在 w 轴 上 所 占 的 测度 .天 一 oo 时 0/1 轨道 的 分 分 
可 渐 近 地 用 二 次 单 峰 映射 


f(x) = f(ao) + f" (ro) — £o)”, Lo = to cos | : (21.9) 
来 描述 . (21.9) npud Jte Mw 
f(z) 二 1 一 ax”, 


95 


TE TT ial al hh a n a a am a M o o 


其 中 
a= mksin 2729 (= sin 27x 一 w). 
EHE ATIE FA) BH ot 22 R a ace = 1.40116 所 对 应 的 ww 为 
k 1 | Ao \ l 
ve aT ut E): 
BE ky, 0/1 轨道 出 现 于 wo = k/2r, 所 以 ww 轴 上 倍 周期 
区 间 的 长 度 为 (aw + 1/4)/mk. 此 外 ， 在 a(1.40116, 2) 区 间 内 有 
10% 为 周期 区 . 所以， 0/1 舌头 向 左 或 向 右 分 支 对 周期 窗口 测 
度 的 贡献 为 | 
0.54 


Aw(0/1) — doc +0.1 x (2 — a% ) + = /rk = 人 (21.10) 


数值 0.54 与 (21.6) 拟 合 的 AS = 1.38 仍 有 相当 差距 ， 这 些 差别 
来 自 高 周期 轨道 的 贡献 . 对 于 高 周期 轨道 p/q, EK k 值 处 可 只 
研究 

g(x) = f? (z) - p 


在 zo = dro cos! c 处 所 对 应 的 二 次 单 峰 映 射 


g(z) = g(zo) + 59" (zo) (2 — 20)”, 
其 中 


9 (zo) = 2rk sin 2rzo(1 一 Ecos27rzl)….(1 一 Ecos2rz。 1). (21.11) 


通常 cos 2rzi 不 随 趋向 无 穷 而 趋向 0, i = 12, -,q— 1, 因此 
(21.11) 中 9 个 因子 贡献 g k: 


9 (zo) « K*, 
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所 以 每 一 如 Oii? Si, Mp 的 轨道 的 Aw(p/q) 以 
Aw(p/4)o,, oi, oi] Mp x ko? 


bi k 迅速 趋 于 0. 但 p/q 轨道 的 类 型 Diliz Oi, _, Mp 也 将 随 k 
值 增加 而 迅速 增加 . 每 个 o; 的 i 值 的 选择 可 能 性 与 成 正比 地 
增加 .由 极 大 值 M 出 发 的 p/q 轨道 的 总 页 献 为 


>》 (Aw Je, oioi Mp x kl. 


Tip Fig” Fig} 


对 由 极 小 值 m 出 发 的 轨道 ， 也 有 相似 的 结果 .这 样 就 证 明了 
8" — -1. 至 于 对 (21.6) 式 的 系数 A 的 贡献 ， 由 上 面 的 讨论 可 
见 ， 高 周期 轨道 的 贡献 是 不 能 忽略 的 但是， 由 每 一 个 确定 符 
号 OnO ou Mp 表示 的 周期 轨道 的 贡献 都 非常 小 . 
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第 5 X 


实际 问题 中 的 圆 映 射 举 例 


在 本 书 的 第 1 章 ， 我 们 曾 列举 了 一 些 与 圆 映射 有 关 的 实际 
例子 . 这些 例子 都 与 两 个 周期 运动 的 耦合 有 关系 ， 在 这 两 个 周 
期 运动 中 ， 一 个 是 给 定 的 ， 另 一 个 是 受 扰 的 ， 其 运动 情况 是 我 
们 要 研究 的 . 在 17 世纪 ， 惠 更 斯 就 注意 到 ， 背 靠背 挂 在 墙 上 的 
两 个 钟 ， 其 运动 会 达到 互相 同步 ， 这 就 是 我 们 讨论 过 的 锁 相 现 
象 . 在 标准 正弦 圆 映 射 中 ， 我 们 发 现 了 许多 精细 的 现象 ， 在 实 
际 问题 中 的 耦合 二 周期 问题 不 像 圆 映射 那么 简单 ， 也 可 能 与 正 
弦 圆 映射 很 不 相同 .但 在 实际 问题 的 研究 中 ， 我 们 可 以 看 到 本 
书 前 面 所 得 到 的 标 度 律 的 普 适 性 ， 同 时 又 可 以 用 实际 问题 中 提 
出 的 各 种 不 同 圆 映 射 来 丰富 我 们 的 研究 内 容 . 


8 22 AMUARREE, HERBY 
与 电荷 密度 波 系 统 


周期 驱动 阻尼 单 摆 是 一 很 基本 的 又 有 实际 应 用 价值 的 两 周 
期 耦合 问题 ， 描述 它 的 微分 方程 是 


að + BÓ + y sin = A+ B cos wt. (22.1) 
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对 于 周期 驱动 阻尼 单 摆 来 说 ， o 为 质量 ，8 为 阻尼 系数 ，? 为 
重力 ， 此 外， 方程 (22.1) 也 描述 约瑟夫 逊 结 与 电荷 密度 波 O. 
图 22-1 给 出 了 方程 (22.1) 所 描述 的 含 约 蕊 夫 挝 结 的 等 效 电路 . 
电源 的 电流 A 十 Bcoswt 分 流 过 并 联 的 电容 C 、 电 阻 RS EHE 
K. L AV AGB n 


流 ，9 是 跨 结 的 相位 差 ， 三 一 
对 约瑟夫 逊 结 说 ， 电 势 差 | | 


C 
V 与 相位 o 之 间 有 关系 | 
V = 26. 把 等 效 电路 广 L 


ERRA 0 的 方程 : 图 22-1 
dV V . 
A 十 B cos ct =C -7 十 R + Ic sin 0 
AC . ho. 
=e? + eR? + I.sin, 


其 形式 与 (22.1) 完全 相同 ， 其 系数 的 意义 是 自明 的 . 图 22-2 给 
出 了 在 杂质 钉 扎 势 和 外 加 直流 与 交流 电场 下 的 电荷 密度 波 . 0 


表 电荷 密度 波 相对 杂质 势 的 滑 移 位置 ， a p, y 分 别 表示 有 
效 质量 、 阻 尼 与 周期 势 ， 4 表 直 


M dE AB sin ay 


全 一 VIN 个 流 电场 , 当 它 超过 某 临界 值 时 , E 
-全 ， 荷 密度 波 退 钉 扎 ， B 是 交流 电场 
图 22-2 的 振幅 . 


对 上 述 系 统 ， 当 存在 整数 p 、g, 使 
O(to + qT) = O(to) + 2np (22.2) 


时 发 生 锁 相 ， 系 统 的 相位 与 外 力 的 相位 保持 固定 关系 . (22.2) 
可 表示 为 
(6) = 全 = Po, (22.3) 
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PT NM 


其 中 了 BOA. WAE RA 
结 ，T = 26, 锁 相 表 现 为 I-V 
曲线 上 的 台阶 .图 22-3 给 出 了 在 
295 GHz 微波 场 中 的 Nb-Nb 结 
看 到 的 这 些 台 阶 ，q = 1 的 称 为 
Shapiro 台阶 . 在 电荷 密度 波 系统 
i "5 as P, BREEF (6), 比 之 约瑟夫 
图 22-3 进 结 ， 电 流 与 电压 的 位 置 正好 对 
换 . 图 22-4 给 出 了 在 NbSes 中 测量 得 的 电荷 密度 波 输 运 中 微分 
电阻 dV/dI 与 样品 电压 V 的 关系 97). 图 22-4(1) 加 25 MHz 射频 
电压 ， 22-A() 不 加 射频 电压 ， (i) 图 中 的 峰值 对 应 于 I-V h 
线 中 的 台阶 . 


G) Va =50mV 
1/3472 1/1 


—20 —10 0 10 20 
EE Vn V) 


图 22-4 


(22.1) 是 耗 散 系统 ， 如 以 8 0 为 独立 变量 ， 相 空间 体积 
的 收缩 率 是 b/a. 当 a 一 0 时 ， 收 缩 率 趋 于 无 穷 ， 6 不 再 是 独 
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立 变 量 ， 相 空间 成 为 一 维 的 ， (22.1) PRY. RINT 
只 有 倍 频 现象 ，g = 1, 在 这 个 意义 上 ，a 是 非 线 性 的 度量 . 由 
THER, RHE (22.1) 的 长 时 间 行 为 使 9 与 9 之 间 存 在 关 
系 ， 因 此 问题 可 由 一 同上 映射 描述 ， 


6 = g(9), On 41 = f(n) 一 G1(04, g(@n)), (22.4) 


其 中 6, 是 nT 时 刻 的 0 值 . 除非 a 0, 我 们 不 知道 (22:4) 是 否 
FETE. 我们 能 作 的 是 直接 数值 解 (22.1), 然后 找 出 (22.4) 式 的 关 
A. 图 22-5 给 出 了 这 样 约 化 了 的 映射 . 在 这 个 参数 值 处 系统 作 
准 周期 运动 ， 转 数 p ~ 0.38. 小 方 框 把 一 小 段 曲 线 放 大 了 ， 表 明 
了 映射 的 一 维 性 ， 改变 参数 值 ， 我 们 可 能 有 周期 轨道 ， 只 能 得 
g 个 离散 点 91,02 0, (mod 27) 

的 图 . 看 来 ， 当 映射 出 现 零 斜 率 ， 


点 时 , 将 会 发 生 到 混沌 的 转变 . | 
但 是 ， 当 出 现 混沌 后 , 映射 不 再 。 “| 
简单 地 有 局 部 极 大 与 极 小 , 而 是 ] 
SR, 继而 出 现 分 形 结构 ， AR SH d 


一 维 映射 只 有 近似 的 意义 . E 
要 的 是 , 在 临界 点 以 下 , 一 直到 gis 4 oc imer 
临界 点 , 返回 映射 事实 上 是 一 维 的 返回 映射 
的 . 
一 般 地 说 ， 在 nT 时 采样 ， (22.1) 定义 了 一 个 二 维 映 射 [31 


Ont \ _ ( Gi(On, On) 
(1) = (age) (22.5) 
其 雅 可 比 行列 式 为 J = exp[—(2n/w)/(8/a)]. 现在 来 看 /(9) HE 
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斜率 意味 着 什么 ， 由 (22.4) 与 (22.5) 可 得 
OG, OG, l 


f' (0n) = 86, + 一 一 56, g (On), (22.6a) 
yO) (0n) = Se Pg (0,) (22.6b) 
00, 
现 设 
FO) = 0. (22.7) 


因为 雅 可 比 行列 式 不 为 0, 所 以 


9 (65.1) f (On) Z 0. (22.8) 


lg (On+1)| — oo. (22.9) 
利用 (22.62), 我 们 发 现 
|F (65.31)] 一 oo, (22.10) 


ER dE 
0G4/80,,, = 0. (22.11) 


假设 SF On) 仍 有 限 ， 我 们 必须 采取 (22.11). HT 4 0, 所 以 
OG2/00n+1 #0. (22.12) 
因此 ， 由 (22.6b) 与 (22.9) 得 
Ig (6542) f (0n41)| oo. 
因此 
lg (On+2)| 一 co. (22.13) 
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重复 这 个 论证 可 知 , 如 f'n) 9 0. A OG1(On45,9(Ont;))/OOn+5 = 
0,7 =1,2,---,N, WI flOr), f (652) F Onen) TRIER, fH 
是 IF Onena) > oo. 图 22-6 显示 了 这 种 情况 . 在 所 取 的 情况 
T. FOr) ~o, f? (97) 
2 oo. 因此 ， 当 存在 9 使 

f'(0) = ORY, 相 空间 的 不 


变 圆 g(8 ) 将 不 再 光滑 . | 0.32575 0.32687 
我 们 关心 的 基本 问 
Bii. d f(9) = 0 定 
义 的 参数 空间 的 临界 曲 K 0.25 0.50 0.75 1.00 
9, 2a 
线 是 否 光 滑 . 对 于 这 个 问 图 22-6 B= 1353, A = L2. 
题 , 较 简单 的 作法 是 在 耗 其 他 参数 与 图 22-5 相同 时 的 
" 返回 映射 ， 小 框 显示 了 拐点 . 
散 标 准 映射 


. . k 
On41 = 00, 一 7" sin(276,,), 


0,11 = Ôn +W + Oni (22.14) 


中 作 计 算 检 验 . 在 这 里 ， 我 们 不 需要 作 积 分 计算 . (22.14) 的 
雅 可 比 行列 式 为 b， 在 临界 线 处 ， 系 统 作 周期 运动 ， 我 们 将 把 
周期 轨道 上 g'(6) 无 定义 处 的 参数 值 作为 临界 点 ， 据 (22.6a) 与 
(22.6b), 有 


OG2/00n 十 9'(64,)9G32/00,, 


/ 
Ona) = n. 
9 (On+t1) 8G1/00, + 9 (6,)9G,/06,, 


(22.15a) 
SIA m(8) 5 n(6), 使 


g'(@) = m(0)/n(6), (22.15b) 
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则 (22.15a) 等 价 于 
MM ) — D(0,,0,.) M ) l (22.16) 


m(6n41) 


其 中 D(0,0) 是 映射 (22.14) HIER EIERE. 对 于 q 周期 轨道 ， 
其 雅 可 比 和 矩阵 

M, = D(0,,0,) --- D(01,01). (22.17) 
当 它 有 相同 本 征 值 X = à = ydet M, 时 ， 继 续 的 M, 的 作用 不 
会 使 9' 趋向 确定 值 . 因此 ， 在 


Al = àz = Vdet M, = b1/? (22.18) 


处 ， 不 变 圆 g(9) 失去 光滑 性 ， 其 实 ， 对 于 二 维 映 射 的 g 周期 轨 
道 ， 由 于 和 Xz = b, (22.18) 相当 于 定义 了 最 稳定 轨道 ， 它 相当 
于 要 求 一 维 映射 的 g 周期 超 稳 定 轨道 应 满足 /‘9 (0) = 0. 对 于 
给 定 的 A 与 转 数 p/a, (22.18) 定义 了 (o, k) 平面 上 的 一 条 双 曲 
线 ， 作 一 条 曲线 与 所 有 的 p/a KE WHA, RSI 
的 临界 线 . 图 22-7 显示 了 这 一 图 象 ， 虚线 是 把 双 曲 线 最 低 点 连 
起 来 得 到 的 近似 临界 线 . 图 22-8 给 出 了 对 耗 散 标 准 映射 (22.14) 
在 b= 0.25 时 的 临界 曲线 ， 由 图 可 见 ， 对 于 高 周期 ， 它 很 快 地 
变 成 光滑 的 . 根据 图 22-7 中 定义 的 Ac(p/q) 与 w 的 魔 梯 关 系 ， 
可 以 算得 相应 的 维 数 ， 对 5b = 0.25 在 转 数 1/4 < p < 1/3 IX fü] 
内 得 D = 0.86 + 0.01, Xf b = 0.5 在 1/2« p « 2/3 [XH] 内 得 
D = 0.87 + 0.01. 它们 在 误差 范围 内 都 与 圆 映 射 的 结果 一 致 . 

对 于 约瑟夫 逊 结 的 参数 情况 , 曾 用 模拟 计算 机 作 过 计算 099 
把 方程 (22.1) 在 归 一 的 单位 中 写成 


Ó + GÓ + sin = Ag + A, sinwt, (22.19) 
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ote Me de y omi om AA ar mm a s 


Pd ' TA Fw )3 
MEL AQCP/Q) 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 


图 22-7 图 22-8 


其 中 G = V/h/2ecI; / R, 结 电 

X4 V(t) = RI,G6. 图 22-9 给 
出 了 对 固定 的 Ao = 0, Ay = 1, 
w=1.76 与 不 同 的 G By I-V d 
线 ， 它 们 显示 了 0/15 Ev H 
阶 之 间 的 分 频 台 阶 V = xo. 
可 以 看 到 ， 随 着 阻尼 系数 的 减 
小 ， 和 台阶 的 宽度 增加 . 在 某 些 
箭头 所 示 的 临界 值 处 发 现 了 滞后 效应 ,并 且 随 G 的 进 -- 步 降低 
而 增强 . 这 是 因为 , ME G 的 降低 至 临界 曲线 处 , 台阶 充满 了 临 
界 曲 线 , 再 进一步 降低 会 出 现 多 重 解 ,因而 有 滞后 效应 . 因此 ， 
可 以 把 滞后 效应 出 现 处 视 为 临界 点 ， 把 台阶 密集 部 分 放大 ， 可 
测 得 近 140 个 台阶 的 宽度 ， 最 大 q 值 约 20. 为 了 计算 魔 梯 的 分 
维 ， 采 用 如 下 办 法 : 计数 宽度 大 于 r 的 阶梯 数 N(r), Mr 一 0 
B, Nir) x r-P, 由 此 得 D = 0.87 +0.02. Eje zi R— sx. 
此 外 ， 还 对 1/9 阶梯 序列 的 宽度 作 了 测量 ， 得 到 AI(1/q) x q75, 
ô = 2.95 土 0.08. 在 813, 我 们 曾 得 到 正弦 加 映射 的 这 一 序列 的 转 
Hp 与 参数 w HRR pa (一 过 ) mtd 


Aw (-) xq ^. (22.20) 
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所 以 ， 在 误差 范围 内 ， 实 验 与 理论 结 打 一丝 . 

关于 NbSes 中 电荷 密度 波 的 I-V 曲线 ， 已 显示 于 图 22-4. 
对 于 NbSes, (22.1) 中 的 惯性 项 很 小 ,至 几 百 MHz 时 仍 可 忽略 . 
这 样 ， (22.1) 只 有 倍 频 而 没有 分 频 ， 但 图 22-4) 显示 了 分 频 . 
对 分 频 出 现 的 一 种 可 能 解释 是 : 系统 可 能 分 成 许多 区 域 ， 描 述 
每 个 区 域 的 方程 都 无 惯性 项 ， 但 不 同 区 域 之 间 的 耦合 可 能 产生 
分 频 . 这 样 产 生 的 分 频 可 能 是 不 完全 的 ， 图 22-40) 显示 对 大 的 
p 与 9 MARS. 不 论 分 频 的 起 因 是 什么 ， 可 以 用 下 述 办 法 检 
验 阶梯 的 完全 性 . 取 电 流 轴 的 长 度 为 1 的 区 间 ， 计 算 宽 度 大 于 > 
的 台阶 的 总 长 度 S(r). 8 N(r) = [1 — S(r)]/r WI rN 为 没 被 大 于 
r 的 台阶 所 占 的 区 间 长 度 ， 对 在 (0,1/2) KEA p/a 台阶 的 统计 
计算 结果 为 D = 0.91 土 0.03. 对 不 同 的 电压 与 (1/2,1), (1/3,2/3) 
区 间 ， 都 得 到 相同 的 结果 . 因此 ， 当 7 一 0 mM, rN — 0, HERO 
是 完全 的 ， 但 是 维 数 与 理论 值 0.87 并 不 一 致 . 


823 REN Em A] - 贝 纳 德 对 流 系统 


本 节 将 介绍 一 个 在 瑞 利 - 贝 纳 德 对 流 系统 中 做 的 由 准 周期 
到 混沌 转变 的 实验 M. Egu 中 我 们 曾经 提 到 这 个 实验 ， 热 
对 流 系统 由 两 个 无 量 岗 参数 描述 ， 普 朗 特 数 P = v/k, 瑞 利 数 
R — ad ATg[vk, 其 中 v ADAH RA, k 为 热 导 率 ，a 为 热 
胀 系数 ， 4 为 流 层 厚度 ， AT AWE, 9 为 重力 加 速度 .实验 
装置 为 一 小 方向 比 的 立方 体 0.7 x 0.7 x 1.4cm3, HPA A. K 
有 小 的 Pr 值 ， 在 发 生 对 流 后 的 第 一 次 分 岔 是 霍 普 夫 分 盆 ， 它 导 
SUD dez. 这 是 我 们 问题 中 的 第 一 个 振子 .第 二 个 振子 由 电 
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磁 过 程 产 生 ， 在 装置 上 加 上 水 平方 向 平行 对 流 轴 的 200G AS 
洛 伦 兹 力 将 诱导 产生 垂直 方向 的 涡流 .这 是 第 二 个 振子 ， 其 频 
率 与 振幅 是 可 控制 的 .实验 中 用 一 脉冲 激发 ， 脉 冲 宽度 是 周期 
|] 1/10. 用 周期 脉冲 代替 正 嘴 波 的 好 处 ， 是 允许 流体 有 更 多 的 
目 由 运动 时 间 . 系统 内 部 频率 固定 为 0.230 Hz, 稳定 性 为 107°. 
外 加 频率 发 生 器 的 稳定 性 超过 了 实验 的 需要 . 

图 23-1 给 出 了 R= 4.09R, 
时 的 一 些 阿 诺 尔 德 否 头 .其 中 振幅 (mA) 
wi 是 无 外 力 时 的 频率 ， Ac = 
; (V6 - 1), ps = Và - 1. 能够 测 
到 9 > 200 的 稳定 的 舌头 . 4 
头发 生 重 到 时 ， 认 为 到 了 临界 
A WFAA AA, HF p. 
与 ps， 临 界 点 的 位 置 如 图 所 图 23-1 
AR. 表 23.1 给 出 了 pc 与 ps 邻 域 的 台阶 的 宽度 . 对 ou, 是 在 R= 
409R, 5j A = 17.4mA 情况 下 测 得 的 ， 对 pos, 是 在 R = 3.94R,, 
与 A = 19.4mA 情况 下 测 得 的 ， 根据 表 23.1 与 公式 (11.6), 可 由 
pe 数据 算得 D = 0.86 土 3%, 由 p, 数据 算得 D = 0.85 3%, © 
们 在 误差 范围 内 与 正弦 圆 映 射 的 结果 一 致 . 


表 23.1 
whigh (mH) 
13/21 392.350 392.663 
393.230 393.345 
Po = (Ll) 393.050 393.095 


393.133 393.155 


574.175 
573.450 
573.865 


574.575 
573.650 
573.925 


Ps >= {2,2,---} 
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2 
Pl w) (db) 
— 40 


图 23-2 


m, n(m>n) HIER 
那 契 序列 1,1,2,3,5,8, 
… 的 相 断 数值 ， 第 二 
代 则 以 (2,2) 为 种 子 ， 
第 三 代 以 (1,3) 为 种 
子 ， 第 四 代 以 (3,3) 为 
种 子 ， 等 等 . 图 显示 了 
53 810 中 图 10-2 同样 
的 自 相 似 性 . 对 o, 功 
率 谱 , 也 有 类 似 的 自 相 
似 性 . 
最 后 ， 计 算 临 界 
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log - 9) db) 


"t 


-— 30 


图 23-2 给 出 了 R= 
4.09R., p = pg 处 的 功率 
ik lgp(w). A (i), A = 
16.9mA, 在 次 临界 状态 ;图 
Gi), A = 17.4mA, 最 接近 临 
界 点 ， 图 (iii), A = 21.5mA, 
在 临界 线 之 上 , 已 显示 出 混 
EIRE ee SET. 为 了 显示 其 
标 度 性 ， 用 tog [PE] 对 
logw ÆR, 得 到 图 23-3. 其 
中 标 以 数字 1 的 是 = 
wop*，wo 是 内 部 频率 事 
KE, 第 一 代 谱 线 可 由 公式 
w = [mpo -n| 得 到 ， 其 中 


线 上 两 个 序列 的 相 邻 宽度 者 之 比 


. Ani m An 
ô= im A. Aun 


对 po, 得 到 5 = 2.8 3: 10%, 对 ps, 得 到 7.04 10%. 它们 都 与 由 表 
10.1 求 得 的 理论 值 2.833( 对 o.) 与 6.799( 对 p,) 一 致 . 


824 Frenkel-Kontorova 模型 中 的 整体 普 记性 


本 节 将 介绍 凝聚 态 物 理 中 公 度 - PAR (CD) 相 变 模型 中 的 
魔 梯 . CI 相 变 的 最 简单 模型 是 Frenkel-Kontorova(FK) 模型 . 
CI 相 变 也 是 一 个 两 频 问 题 ， 但 是 FK 模型 不 能 约 化 为 圆 映 射 . 
通过 对 FK 模型 临界 线 与 魔 梯 的 分 析 可 以 看 到 ， 由 圆 映射 得 到 
的 临界 线 上 的 标 度 性 在 与 其 无 关 的 FK 模型 中 也 存在 091. 

FK 模型 描述 在 周期 外 场 中 以 弹 繁 力 互 作用 的 一 维 原 子 链 . 
系统 的 势能 为 


V 
H = 2 HOW — zn — u)^ — (ny? cos(2rzn)|， (24.1) 


Kips, 是 第 n ATHAR, u 是 V = 0 时 原子 链 的 平衡 原 
PERE. H (24.1) 得 作用 在 第 n 个 原子 上 的 力 为 
Fn = Tn41 ~ 24n + Tm_1 ~ u sin(272, ). (24.2) 
因此 ， 原 子 的 静止 位 置 由 Fa = 0 即 标准 映射 
V. 
Dn4i 三 Pn 十 pm sin(27z,), Un41 = Tn + Pnt+1 (24.3) 
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描述 . 标准 映射 的 所 有 轨道 与 混沌 轨道 都 对 应 EK 模型 的 一 个 
BAS DOE. 我 们 知道 ， (24.3) 有 三 种 轨道 ， 周期 轨道 ， 准 周期 
轨道 与 混沌 轨道 . 对 于 正则 映射 ， 准 周期 轨道 又 称 为 KAM Hi 
线 ， 在 FK 模型 中 采用 hull Kg h 来 描述 原子 的 位 置 ， 


In =hA(nta)=n+at+gq(n+a), (24.4) 


其 中 g(a) 是 以 外 势 周 期 为 周期 的 周期 函数 ，a 是 相对 外 势 的 相 
位 .根据 (24.4), 可 假设 初始 时 刻 g) = 0, 解 方程 组 


dz, 
TE — E. (n=0,1,...,g) (24.5) 


让 tg = zo +p 来 得 到 w = p/q 的 轨道 . EKAM 曲线 破 缺 以 前 ， 
这 样 得 到 的 轨道 是 FK 模型 在 给 定 w = p/a( 它 相应 于 圆 映 射 中 
的 转 数 ) 情况 下 的 基态 ， 它 对 应 标准 映射 的 不 稳定 p/a 轨道 . 

对 于 无 穷 链 ， v 应 由 模型 参数 4 V 确定 . 这样， 每 一 
w= p/q 对 应 (p,V) 平 面 上 的 一 个 阿 诺 尔 德 舌头. 利用 (24.5) 可 
求 得 系统 能 量 ， 把 能 量 写成 二 项 

E(u, V, w) = Eau, w) + Frock (V, w), (24.6) 

其 中 


1 
Eea = S 3h — w)’, 


1 1 V 
Pec = l5 n 一 7 “一 lw? 7 n 上 
lock 2 3 +1 X4) zw 十 (358 cos(272) 4.7) 


w- g >q M o= pga w [= pj 的 w, 则 舌头 的 近似 边界 wv, 
可 由 下 式 确 定 : 


E(u, V, w) = E(us, V, i»). (24.8) 
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把 (24.7) 代入 ， 可 解 出 


— Flock (V, w) — Ea(V,w) | 1 
Ps w — uw 2 


(w + w). (24.9) 
这 样 ， 我 们 便 可 作出 参数 空间 (uw, V) 上 
的 相 图 . 图 24-1 给 出 了 FK 模型 的 相 y 
图 . 与 圆 映射 不 同 ， 相 图 24-1 表示 的 参 
数 jy、V 值 下 系统 的 基态 , 一 般 情 况 下 


头 不 会 相交 . 24-1 

对 每 一 无 理 数 wi, V 值 有 一 临界 点 Vwi) Æ Vew) 之 上 
无 理 轨道 变 为 混沌 轨道 ， 对 于 标准 映射 ， 可 用 余数 的 办 法 求 临 
界 点 ， 对 于 FK 模型 ， 用 声 子 谱 间隙 来 确定 临界 点 更 符合 模型 
的 物理 实质 .对 准 周期 轨道 ， (24.4) 定义 的 g(z) PRE EI 
数 ， 即 在 外 势 的 每 一 相位 上 光滑 地 分 布 着 原子 ， 原 子 链 不 需要 
能 量 就 可 以 移动 .对 混沌 轨道 ，g(z) 为 不 连续 函数 ， 不 给 系统 
以 能 量 不 能 使 原子 链 移动 ， 因 此 声 子 谱 有 一 间隙 声 子 谱 可 由 
下 述 方程 的 本 征 值 问题 


一 w267r， 一 0Zn+1 一 20zn + óz,4,.1—V cos(2724)óx, 


n= 1,2,...,9 
(24.10) 


解 得 . 在 临界 点 邻 域 ， 间 隙 wmn 5 V 之 间 有 标 度 关系 
Wmin X [V — Vc(o)]*. (24.11) 


据 此 可 确定 出 Vew) 对 于 黄金 分 割 数 ， L0 < z < 1.03. 对 每 
一 对 邻近 的 阿 族 尔 德 天 头 ， 我 们 都 可 用 按 黄金 分 割 定 义 其 间 的 
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一 个 无 理 数 ， 并 找 出 其 相应 的 临界 点 Ve(wi). Ve(wi) 作为 wi 的 
REL 就 是 临界 线 . 图 272 Sri T ESS PK BUS TG RAA 
热 一 一 一 Gm E [eos(2rzn) + = 135 cos(6rzn)| 模型 的 临界 线 . 在 临界 线 
上 有 完全 的 魔 梯 结 构 . 图 24-3 作出 了 FK 模型 在 临界 线 上 的 魔 
Be. FALL BT FS Be Se A EBL Do = 0.87 + 0.02, 与 圆 映射 的 结 
果 一 致 . 对 图 24-2 所 示 的 两 个 模型 ， 都 得 到 相同 的 Do fü, 48 
对 811 引入 的 奇异 谱 f(a), 两 种 情况 下 却 不 相同 . 


，、 工 .0 
Veo) 0.8 


NU itt. 
Po) 2 0A U4 3 


525 可 激 握 子 的 周期 扰动 与 心脏 的 搏动 节律 


心脏 的 正常 搏动 来 自 心房 上 部 的 赛 房 结 . 它 的 激发 波 先 在 
心房 中 传播 ， 引 起 心房 的 搏动 ， 然后 从 房 室 结 沿 His HES, 
经 Purkinje 纤维 发 散 到 心室 表面 ， 引 起 心室 的 搏动 . 房 室 结 与 
His 束 及 Purkinje 纤维 也 有 较 慢 的 自 节律 性 . 正常 情况 下 ， 这 种 
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或 坏死 情况 下 ， 节 律 会 变 快 . 心室 肌 细 胞 在 损伤 电流 较 大 情况 
PFRAWRE RG. 这 种 自发 节律 也 能 向 心室 传导 引起 心脏 
的 搏动 ， 在 临床 上 被 称 为 异 位 起 搏 . 许多 心律 失常 是 由 异 位 起 
搏 和 窦 性 起 搏 共同 作用 引起 的 BS, 

对 可 激 振 子 的 脉冲 扰动 可 看 作 是 对 其 相位 重 置 的 过 程 ， 可 
用 相位 延迟 Al) 描述 . 它 表 示 在 相位 o 时 脉冲 的 作用 使 相位 
HIRT Al) SFR A E 与 窦 房 结 起 捕 点 5 之 间 动 作 电 
位 的 传导 路 径 被 阻 断 时 ， S 5; E ZB] HUE SS. Np Spo E 
的 Purkinje 纤维 用 芒 糖 在 中 间隔 断后 ， 用 电流 脉冲 刺激 一 端 ， 
表明 0 <$<w 时 ，A(8) >0;w<$<1 时 ，A($) < 0. 可 用 一 
分 段 线性 函数 来 表示 : 


aie) = (So 当 0 < $<w 时 ; 


(25.1) 


w œ% 0.6, bz 1.22a, a,b 小 于 1. 35 S E E z IBI fe SE ER HUE 
WHERE, 若 罕 性 脉冲 在 EE 的 不 应 期 之 内 到 达 , Rap HY 
的 小 延迟 . 车 在 E 的 不 应 期 之 外 到 达 , 会 引起 五 的 激发 ， 即 五 
的 相位 延迟 等 于 相位 本 身 ， 用 如 下 分 段 函数 表示 ， 


aodo 当 0< $<r 时; (25.2) 


$, *4r<¢@<1. 
r 为 不 应 期 ， 是 小 于 1 的 常数 . (25.1) 称 为 奇 重 置 ， (25.2) 称 
ABS E. 
Wt Ts 为 窦 房 结 的 振荡 周期 ， TE 为 异 位 起 搏 点 的 振荡 周 
W. BEN — Ts/Tg, 取 Tg = 1. 塞 房 结 发 出 的 电 脉冲 将 对 异 位 起 
捕 点 的 振荡 起 相位 重 置 作用 . 先 仅 考虑 塞 房 结 与 异 位 起 搏 点 二 
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者 的 关系 ， 设 第 ”次 赛 房 结 脉冲 作用 后 异 位 结 的 相位 为 
$n41 = n + N — Afon) (mod 1). (25.3) 


但 在 未 取 与 1 的 同 余 运 算 之 前 ， On N 可 能 大 于 1, 因此 将 有 
一 次 异 位 起 搏 ， 它 也 会 引起 心脏 的 搏动 ， 如 以 心脏 搏动 时 刻 异 
位 绪 的 相位 来 摘 述 心脏 的 搏动 , 即 第 ”次 心 搏 时 异 位 点 的 相位 
Alon, WH ntl 次 与 第 nn 二 2 次 心 搏 时 异 位 点 的 相位 为 


Qn41 = n + N — A(g,), WOocó,-N«1 
(25.4) 


Qn41 = 1, Mi<dn+N<1+N; 
(25.4b) 


$n42 $4 +N —1— A(ó4), M1<¢,4+N<14N. 

(25.4c) 

(25.4a) 描述 S 起 搏 ， (25.4b) 描述 异 位 起 捕 ， (25.4c) 描述 1 < 

$4 N « 1- N 区 间 内 继 (25.4b) 之 后 的 一 次 S 起 搏 . 比较 (25.4) 

的 三 式 可 见 ， 如 果 把 第 二 式 的 dn 写作 on -1, 它 表 示 蜡 位 起 

捕 ， 相 当 于 运算 (modi), 则 (25.4c) 等 价 于 (25.4a), 就 不 必 引 入 
gn+2 T. 把 9 作 一 平移 8 一 $8 一 和 N, (25.4) 成 为 


PM 40<¢, <1; 
@n4+1 = 


(25.5) 
$5 — 1, “41<¢,<14+N 时 . 


现在 的 模 空间 是 (0, 1-- N). 第 一 式 描写 窦 房 结 起 捕 ， 第 二 式 描 
SAMAR. (25.3) 与 (25.5) WEARI, 奇 重 置 即 Ad) W 
(25.1) 时 圆 映射 的 拓扑 度 为 1, 偶 重 置 即 A(8) 取 (25.2) 时 加 映射 
的 拓扑 度 为 0. 但 由 于 (25.1) 与 (25.2) 都 取 了 间断 的 线段 近似 ， 
它们 在 拓扑 上 的 差别 就 不 明显 了 . | 
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D rt et 
TUE I T AR rA anms xs soy 


考虑 心室 的 不 应 期 ,情况 变 得 复杂 得 多 . Wy 为 5 起 搏 后 
心室 啊 应 的 不 应 期 ，56 为 巨 起 搏 后 心室 响应 的 不 应 期 eS 
与 五 脉冲 同时 起 作用 时 所 人 允许 的 5S 脉冲 与 B 脉冲 的 最 大 时 间 
间隔 .分 两 种 情况 与 出 有 关 的 圆 上 映射 . 

(1) 异 位 起 搏 点 位 于 心室 情况 


dn +N — Alph), 0 < ¢, < l; S 
$n —1, 1€ó4,«1-eN; (ES) 
nti =< Øn -N— 1, lL+teN<@¢,<1+6N;, Ex«S 
gn — 1, 1+6N<¢@,<1+(1-Yy)N; E 
pn — 1, l+(1-yN<¢,<14+N. «E 
(25.6) 
(2) E 不 位 于 心室 情况 
n +N — Alén), 0< on, <1; S 
bn 一 1, 1<¢,<1+eN; (ES) 
$5417 4 Ón— l, 1+eN < dn <1+6N; E*S 
gn — 1, 1+d6N<d,z<1+(1-YN; E 
$4 一 1, 1+(l-y)N<@, <14+N. «E 
(25.7) 


9 表 窦 房 结 使 心室 起 搏 . 已 表 异 位 点 使 心室 起 搏 . (ES) €— 
者 同时 使 心室 起 搏 ， 已 *S 表 五 先 使 心室 起 捕 ， 然 后 S 脉冲 到 
ik, 但 此 时 心室 处 于 不 应 期 ，5 不 引起 心 捕 ， 当 EE 在 心室 内 时 
也 不 对 E 进行 相位 重 置 ， 如 $n 一 1+ NN, 4E REDE 
AY, 5 仍 会 对 互 进 行 相位 重 置 ， 和 on-l, PERRIER 
给 下 一 次 迭代 . E 表 户 起 捕 时 心室 处 于 不 应 期 ， 友 不 起 作 
Rd. (25.6) 与 (25.7) 中 把 相同 的 函数 形式 也 分 为 不 同 的 片段 是 
HX (ES), E*S. ES «E 在 临床 表现 上 互 不 相同 . 
为 了 统计 与 临床 应 用 上 的 方便 ， 引 入 两 种 转 数 W 5 F: 


Ng Nag NE 
———————,. Fs, . 
Ns + Nes Ns (25.8) 
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其 中 NE. N.g. Ns 与 Nis TWICE E. «E. SH 
«S 的 次 数 . 如 kESSES*ESSE*S Shih NpE—-2. N,.p-—2, 
Ns=5, N,s=1, RU W —4/6, F—2/5. 下 是 心电图 上 可 
WRJ, W 则 是 不 可 见 的 . 

把 奇 重 置 (25.1) BRA a, 偶 重 置 (25.2) EROS b, 与 情况 (1) 与 
(2) 配合 ， 共 有 四 种 可 能 性 la 2a. ib. 2b. 取 接 近 实 验 的 数 
Hee = 0.025, 620.625, 4—0375, BN, a, r HBR, Ñ 
过 数值 计算 ， 得 到 参数 平面 (N,a) 5 (N.r) 上 的 相 图 (图 25-1 
与 图 25-2). | 
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图 25-1 


由 图 25-1 AL, ARB, “RON, ARS 
心 搏 模式 是 准 周期 的 . 阿 诺 尔 德 舌头 的 规律 性 没 正弦 圆 映射 那 
AW. 在 强 耦 合 情 况 ，a > 0.45 时 ， 主 要 有 五 种 心 捕 节 律 5 、 
SE, SS«E,. SSS«E, SS«*ES*E. 这 五 种 心律 在 临床 上 差 
别 不 大 ,可 看 作 是 正常 的 . 1a 情况 有 双 稳 态 ， 如 a = 0.4 时 , 在 
0.391 < N < 0.418 之 间 是 S«ESS 的 锁 模 区 , 0.4024 < N < 0.4242 
是 E*«SS 的 锁 模 区 . 2a 情况 的 周期 模式 较 lab, HWE 
区 . 

由 图 25-2 TA, 在 偶 重 置 情况 , 当 不 应 期 > 较 小 时 ，r < 0.4, 
心 胜 有 正常 的 搏动 模式 异 位 起 搏 点 的 相位 不 会 大 于 1, 显现 不 
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出 它 的 存在 .Purkinje 纤维 、His 束 与 房 室 结 都 具有 自 节律 性 ， 
但 一 般 不 会 显示 出 来 . 据 此 ， 不 能 认为 它们 是 异 位 起 搏 点 . 5 
不 应 期 异常 地 长 ，7 > 0.5, 心脏 出 现 了 非常 的 节律 ， 参 数 平面 
上 所 的 区 域 最 大 的 模式 是 SSE * 5. 在 心电图 上 五 形成 的 QRS 
复合 波形 与 正常 的 5S 产生 的 ORS 复合 波形 差别 较 大 ， 且 其 后 
的 S 起 搏 锌 掩蔽 ， 不 会 引起 心 搏 . 


i Wy W s 


n 


为 了 进一步 深入 
观察 异常 心律 ， 图 25-3 
给 出 了 对 la 情况 w = 
0.55. == 0 的 计算 
结果 DU 它们 的 Ww 
值 分 别 为 W = 0.5 与 
0.667 < W < 0.9. 对 两 P 
种 情况 ， 都 给 出 了 a= 25-3 
0.364 时 的 W 与 Bü N 的 变化 图 在 给 定 的 参数 范围 内 ， 
W = 1/2 情况 可 看 作 是 态 E«SS 与 *ESS 生成 的 法 里 树 . 这 两 
ABS (W, F) 值 分 别 为 (1/2, 1/1) 与 (1/2, 0/2). 其 第 一 代 子 女 为 
E*SS«ESS(1/2,1/3), 第 二 代 子 女 为 Ex*SS ExSS*ESS(1/2,2/4) 
F ExSS* ESS * ESS(1/2,1/5), 如 此 等 等 ， 在 临床 上 还 采用 被 
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«S 所 隔断 的 S 心律 数 (NIB), 例如 E« SS 为 (1), «ESS % (0), 
E*SS*ESS Jj (3), ExSSE*SS* ESS X (1,3), EX SS«ESS« ESS 
为 (5), 等 等 . 对 于 W > 2/3 情况 , 则 可 看 作 是 E«SS«ES(2/3,1/2) 
和 xE5(1/1,0/1) 生成 的 法 里 树 ， 其 第 一 代 子 女 为 ERSS*ES- 
ES(3/4,1/3), 3E RTLA ExSS* ESE*SS* ES * ES (5/7,2/5) 
Ht E» SS x ES x ES» ES (4/5,1/4). 按 上 述 次 序 ， 其 相应 的 NIB 
3029 (22. (A). (3. (2,3) 与 (4. W 2 1/2 5 W > 2/3 È 
列 的 特征 是 ， W = 1/2 情况 NIB 只 出 现 奇数 ，W > 2/3 情况 


0. BT ar r 

一 -一 一 
0.5 | 3 | 
ls, 3 - 
0 4- EVIE _ a FP. m d 
' "1 
o. 3- m- [ 
0.2 
病 AB i 
C MR aa aa. Q, ] . 一 000—001 T TT 一 
450 490 530 570 610 650 600. 640 680 720 760 sie 

Hj 25-4 


为 了 与 临床 情况 进行 比较 ， 测 量 了 两 个 女性 病人 (A 病人 
6 岁 ，B 病人 4 个 月 ) 的 心律 97. 对 异 位 早 捕 ， 可 用 RR 间隔 
( 记 为 RR,) 的 下 述 判 据 确定 : 


RR44,i1— RR, > 25 ms 和 RR, ,-— RR, > 15ms. 


xx c | EE B] So ACT RS EK. 对 这 两 个 病人 ， 它 是 

Sms. 图 25-4 给 出 了 对 这 两 个 病人 的 测量 结果 ， 它 们 正 对 应 于 

前 述 的 W = 1/2 5 W > 2/3 的 两 种 情况 . 在 临床 观察 中 ， 异 

位 起 搏 点 的 周期 是 不 明显 的 ， 假 设 它 不 变 ， 可 以 用 窗 房 结 周期 

代替 N 为 横 坐 标 . 由 于 赛 性 心律 的 漂移 ， 心 律 模式 将 有 一 个 分 

fp. 图 25-4 显示 了 理论 模拟 结果 与 临床 结果 的 一 致 性 ， 特 别 是 
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其 NIB 的 次 序 与 理论 预言 的 一 致 性 ， A 病人 只 有 奇数 NIB,B 
病人 则 有 偶数 NIB. 看 来 理论 模型 是 成 功 的 , 而 且 大 部 分 频 发 早 
搏 病 人 的 心律 都 有 复杂 的 魔 梯 结构 . 


826 神经 愿 对 周期 脉冲 的 锁 相 与 混沌 响应 


生物 神经 细胞 对 电 脉 冲刺 激 的 啊 应 ， 与 心肌 细胞 对 电 脉冲 
的 啊 应 有 相同 的 起 源 . 它们 都 来 自 跨 细胞 膜 电 位 的 除 极 化 效应 ， 
可 由 Hodgkin-Huxley 方程 描述 . 但 作为 生物 组 织 的 一 部 分 ， 它 
们 的 表现 形式 却 很 不 相同 . 在 数学 上 ， 对 神经 原 的 描述 ， 与 神 
经 网 络 理论 有 关 . 因此 ， 无 论 在 生理 方面 或 在 理论 模型 方面 ， 
在 对 心 胜 节律 的 讨论 之 后 ， 对 神经 原 对 电 脉 冲 的 响应 作 进 一 步 
研究 仍 是 很 有 意义 的 . 

G. Matsumoto 等 在 正常 生理 条 件 下 用 乌贼 的 巨 轴 突 做 过 
对 周期 电 脉冲 刺激 响应 的 实验 54， 实验 中 ， 巨 轴 突 的 直径 约 
400~700um, 长 度 约 60~80mm. 置 于 天 然 海 水 中 . 脉冲 强度 了 与 
周期 了 作为 参数 ， 脉 宽 3000s, RETE. 每 次 刺激 少 于 200 个 
脉冲 , 中 间 休 息 2 分 钟 , 轴 突 在 作用 10000~20000 个 脉冲 之 后 被 
废弃 . 测量 了 传播 的 与 不 传播 的 势 对 刺激 的 响应 ， 图 26-1 给 出 
了 测量 的 结果 . 图 中 记录 (1) 是 轴 突 的 传播 势 对 脉冲 的 响应 . 
记录 (2) 是 非 传 播 势 对 脉冲 的 响应 .在 图 26-1A 中 可 见 ， 当 电 
流 强 度 是 闪电 流 的 1.34 倍 时 ， 记 录 (0). (2) 的 间隔 都 是 刺激 
脉冲 间隔 的 3 倍 , 为 1:3 锁 相 . 记录 (4) 给 出 的 非 传播 势 的 功率 
请 上 有 基 频 fo 与 其 1/3 分 频 fı = 107.5Hz. 图 26-1A2 的 流 强 是 
BU MGR AY 1.41 倍 ， 可 以 看 到 2:6 的 锁 相 . 它 是 图 26-1A, 情况 的 
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倍 周期 分 盆 ， 在 功率 谱 上 出 现 分 频 A2. 图 26-1B 所 示 情 况 的 
流 强 是 阐 流 强 的 1.48 倍 ， 这 时 响应 是 无 规 的 ， 非 传播 势 的 功率 
谱 图 上 除 fo 外 有 宽带 谱 . 


CA.) TS 


Ü 1000 


AAA. 
RUBRI MA 1 


30ms 时 间 


oH 


0 1000 
46 (Hz) 


图 26-1 


实验 还 给 出 了 运动 模式 随 脉 冲 周期 了 的 变化 ， 见 图 26-2. 
图 中 的 释放 率 相当 于 圆 映 射 中 定义 的 转 数 . 图 26-2(i) 与 Gi) 的 
流 强 相应 地 为 1.5 与 1.25 RANAR. — 图 中 1 表示 该 周期 处 肪 
冲 激发 了 作用 势 ， 0 表示 没有 激发 170" 表示 m 个 1 之 后 
BR 4g n 0, Am: (m+n) BAR. 图 26-2(i) 中 的 箭头 表示 在 该 
处 观察 到 了 2:6 锁 相 . 注意 到 100 模 与 10 MZ EWR ETF 
降 ， 发 现 了 箭头 处 的 周期 倍增 ,与 100 和 10 之 间 的 混沌 响应 . 
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I 5 WAC HS Ex Ri Dci ER Cat AME Nat 的 海水 中 ， 可 以 人 工地 
让 其 振荡 ， 并 对 其 混沌 行为 作 过 广泛 的 研究 ， 现 在 发 现 的 正常 
生理 条 件 下 轴 突 对 周期 脉冲 的 混沌 响应 ， 显 然 更 值得 注意 ， 它 
表明 了 神经 元 的 混沌 行为 在 生理 上 可 能 具有 重要 意义 . 


1.2 
释放 率 
1. 


0 1.0 
0.8 O. 8 
0. 6 0. 6 


BI 5 10 15 20 0 5 10 15 20 
脉冲 周期 (ms) 脉冲 周期 (ms) 
(i) (ii) 
Hl] 26-2 
下 面 介 绍 一 个 简单 的 神经 原 模 型 997. 它 能 定性 地 描述 所 观 
察 到 的 实验 现象 . Nagumo 与 Sato 在 Caianiello Ha AI HERE ES 
析 了 一 个 单一 输出 的 神经 元 


z(n+1)= 9 (1(n) — a 3 k'z(n—r)-— Ie), (26.1) 


其 中 (n) 是 在 间断 时 间 ”时 的 刺激 强度 ， wa 表示 过 去 释放 对 
不 应 性 的 影响 ，* 表示 过 去 释放 对 不 应 性 影响 的 衰减 率 ，9 是 
Bree Ka: 9(y) = 1 如 y>0;9(y)=0 如 vy<0. (26.1) 式 可 改写 
为 : 


y(n + 1) = ky(n) — o6(y(n)) + a(n), 
(n + 1) = 6(y(n + 1)), 
a(n) = I(n) — kI(n — 1) — I.(1 — k). | (26.2) 
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如 电流 脉冲 是 等 强度 的 ， a(n) 是 一 常数 : 
a — (I — L)(1 — k). (26.3) 


(26.2) 与 (26.3) 可 看 作 是 一 个 圆 映射 ， 其 转 数 相当 于 神经 元 的 
释放 率 


nl 
1 
二 lim — 26.4 
p= dm dor) (26.4) 


a 相当 于 正弦 圆 映射 中 的 o 参数 ， 容 易 看 出 ， 由 于 有 <1, (26.2) 
与 (26.3) 只 有 周期 轨道 ， 将 p 对 a 作 图 ， 可 得 一 完全 的 魔 梯 . 

对 于 一 个 生物 神经 元 ， 其 输出 应 该 是 连续 的 . EH f(y) = 
(1+ e7v/*) :函数 来 代替 (26.2) 中 的 O(y) 函数 ， 


y(n +1) = ky(n) ~ af(y(n)) + a, 
z(n+1)= f(y(n+1)). (26.5) 


FBV, FECE DSL XE MAA 
p= lim - » 9(z(7) 一 ;) (26.6) 
r=0 


图 26-3 给 出 了 对 上 二 0.5, œa = 1, £ = 0.04 的 计算 结果 ， 图 1 为 分 
岔 图 ， 图 ii 中 李 雅 普 诺 夫 指数 是 对 y 变量 计算 的 ， 李 雅 普 诺 夫 
指数 与 平均 释放 率 图 (El ui) 显示 了 与 实验 观测 定性 一 致 的 周期 
与 混沌 交替 出 现 的 序列 ， 有 意思 的 是 ， 由 (26.5) 描述 的 神经 原 
组 成 的 神经 网 络 会 出 现 混沌 行为 . 

与 实验 观测 的 不 同 ， 理 论 给 出 的 图 26-3(ii) 是 转 数 与 脉冲 
强度 a 的 关系 ， 而 不 是 图 26-2 中 所 示 的 转 数 与 脉冲 周期 的 关 
A. 在 模型 (26.2) 中 ， 脉 冲 周期 了 可 以 通过 关系 = eT 来 引 
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A. 但 是 ， 由 于 有 ÆR 
射 (26.2) 的 斜率 ， TK 
时 大 小 , 相应 的 转 数 平台 
宽度 AT 变 大 . 这 样 ， 从 
(26.2) 得 到 的 p(T) 图 将 
与 图 26-2 很 不 相同 ， 转 
数 p/q (< 1/2) 的 平 合 宽 
度 比 转 数 (1 — p/a) 平台 
宽度 小 得 多 . 为 了 得 到 与 
实验 一 致 的 结果 , 我 们 考 PARA 
虑 下 面 两 个 修正 . 

网 络 模型 59, 其 膜 电 势 0 分 个 参数 a 
由 下 列 微分 方程 描述 Baes 


l 
李 雅 普 诺 夫 指 数 o 


dV; 
dt 


N 
= -40 LS Ayt- tu — WO), t=1,---,N, (26.7) 


j=l 


其 中 A, (t) 是 t 时 i 神经 元 收 到 的 来 自 j 神经 元 的 输入 信号 ， 
Sy 是 常数 . ta 是 信号 到 达 突 触 至 膜 电位 发 生 改 变 之 间 的 延 运 
Nil. 设 每 一 神经 元 只 在 t= nta 时 释放 ， 则 


Aij(t) = gig Y, S(t — nta)O(Vi(nta) — hj). (26.8) 


n=0 


只 考虑 一 个 神经 元 ， N = 1 的 情况 ， 并 设 有 外 部 输入 ， (26.7) 
与 (26.8) AAR (id V X y, Fi hi = 0) 


y(ri + 1) = [ky(n) — a&(y(n)) + a(n)]e? 00S, (26.9) 
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eee SA ee ior Ll abun ae AARG eala AN) aaae a ee m Ae c 


Ht k=e 4/1 a= -gisu 4 S> œ tf, (26.9) 回 到 (26.2) 
3X. 指数 因子 eo 00/5 是 对 (26.2) 的 第 一 个 修正 . 它 使 圆 映射 
(26.9) 的 R 分 支 的 斜率 比 工 分 支 的 大 ， 因 而 转 数 大 于 1/2( 其 轨 
道 在 R 分 支 上 的 点 较 工 分 支 上 的 多 ) 的 AT = Ata/7 平台 宽度 
变 小 . 但 这 一 修正 仍 不 能 得 到 图 26-2 中 100 轨道 的 宽度 AT EL 
110 轨道 的 宽度 AT 大 的 结果 . 

我 们 考虑 的 第 二 个 修正 是 引入 不 应 期 TL. 如 设 上 = mT 时 
神经 元 被 激发 ， 那 么 下 一 次 激发 只 能 在 + 一 mT > 1. 的 情况 下 
发 生 . 相应 地 ， (26.9) 式 中 的 9(y(n)) 应 改写 为 


6(y(n))  &(y(n))&(n — m)T — T;), (26.10) 


其 中 m 为 满足 en = 1 ADF n 之 最 大 整数 . 引入 不 应 期 使 小 
于 1/2 转 数 的 宽度 AT 延长 . (26.9) 5j (26.10) 两 个 修正 一 起 ， 
才能 得 到 100 轨道 的 AT E 110 轨道 的 AT. 比 大 的 结果 . 


p! 一 一 一 


0 (02 04 ðS oa 


1 12 
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图 26-4 给 出 了 考虑 两 个 修正 后 的 结果 . 计算 中 ， 把 (26.10) 
中 的 第 一 个 8 函数 用 f(y) eS EI ES, W e = 0.04, 其 他 参数 是 
a=1,S=1,7,=0.75. T iÑ k eT 5| X. W 26-4(i)— (iv) 
SNF I — Ic = 141 与 148 情况 的 p(T) 与 ACD) 曲线 .观察 
Pp 三 1/3 的 平台 , 在 其 两 端 都 发 现 了 p = 2/6 5 4/12 IF] fi JE RI 2 
AIFA. WEE T = 0.4, 增加 I, 则 可 观察 到 与 实验 一 致 的 1:3 
BU 一 2:6 倍 周期 分 岔 一 混沌 的 分 岔 序列 . 这 个 比较 说 明 所 构 
造 的 模型 是 成 功 的 ， 所 引入 的 修正 是 必要 的 . 


827 AR -FERRA S OER R 
至 完全 锁 相 的 非 混沌 转变 


一 些 电 子 学 的 , 化 学 的 与 生物 的 振荡 现象 , 可 以 用 累积 - E 
放 模 型 来 描述 例如， 考虑 一 驱动 的 弛 列 振 子 ， 当 其 电位 由 辣 
值 To = O JE ZEUEGC (E Ty — 1 时 由 下 述 数 学 模型 描述 : po 


V = —YyV +U, U(t) = Uo + Uy cos wt. (27.1) 
SV JH BAT) = 1 时 发 生 电位 的 释放 ， 
V(t)=1— V(tt)=0. (27.2) 


这 一 模型 可 以 描述 某 些 电 路 ， 也 可 以 描述 电流 钳制 的 生物 膜 . 
CAF SCR EUR E. 

DRE RE, AABI w = 1. 设 第 n KEARE A ta, 
(27.1) HIW E V (tn) = 0 的 解 是 


V(t) = (1 — ett) 
^Y 
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U y(t 
+ — sin B [sin(t + B) — sin(tn + 8)e Wem tn) 
^Y 


其 中 8 的 定义 是 sin = vy//1-- y?. 第 n+1 次 释放 的 时 间 由 
V(t.41) = 1 确定 .由 此 可 得 tw41 与 如 之 间 的 关系 


Fi) = F(t,) + ee. (27.3) 
Uo 


F 的 定义 是 


F(t) = eli 一 元 十 sin B sin(t + 8). (27.4) 


uns rug WATE X pt, E taya 的 映射 
tnri = f(tn), (27.5) 


其 中 
f(t) = F Exo + ut] (27.6) 


容易 看 出 f(t + 27) = f(t) + 2, 所 以 (27.5) 是 一 圆 映射 
现在 研究 映射 (27.5) BB y 的 变化 . 57 =0 时 , 直接 由 (27.1) 
= (27.2) 可 得 


Ui. Ui. 1 
tn4i c SMtny1 = tn + = Sunt, + 


一 一 . 27. 
Uo Uo Uo (27.7) 


它 相 当 于 (27.5) AM y 展开 式 的 一 次 项 . 如果 定义 转 数 为 p = 
Jim. zt, WI (27.7) 给 出 的 转 数 为 1/2rUo. 如 果 明 显 写 出 调制 
周期 的 频率 ，Uo x w-!, 所 以 (27.7) 相当 于 一 个 简单 转动 ，1/Uo 
为 驱动 频率 ，?7 对 应 于 正弦 圆 映 射 中 的 耦合 常数 上 4 y = 0 r} 
1/Uo 轴 上 具有 无 理 转 数 的 测度 为 1, 具有 有 理 转 数 的 测度 为 0. 
求 微 商 

F'(t) = ye” E — 元 十 S cos t. (27.8) 
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它 表 明 F(t) f£ 1 y/Uo = /Uo 时 有 三 次 拐点 ， 即 f(t) 在 这 时 
有 1/3 RA. 24 y/Uo < 1— U,/Uo Bj, f(t) 是 t 的 单 值 连续 
增 函 数 ， 因 此 在 参数 空间 的 每 一 点 ， 转 数 是 唯一 地 定义 的 ， 这 
时 只 有 周期 与 准 周期 运动 . 1 — UL /Uo = vy/Uo 可 视 为 临界 线 ， 
在 这 线 上 /71(t) 有 三 次 拐点 . 根据 Denjoy 定理 ,临界 线 上 的 准 
周期 运动 拓扑 共 轿 于 简单 的 转动 ， 如 f(t) 有 以 无 理 数 p AK 
数 的 轨道 ， 则 f(t) 有 以 -po 为 转 数 的 轨道 . f(t) 的 准 周期 轨道 
是 与 fC) 的 准 周 期 轨道 一 一 对 应 的 . 因此， 根据 对 正弦 圆 映 
射 的 讨论 ， 我 们 知道 ， 在 f(t) 的 这 条 临界 线 上 准 周 期 的 测度 为 
0, 其 维 数 为 Do = 0.87, 周期 轨道 构成 完全 锁 相 的 魔 梯 . 

341» y/Uo > 1— U4,/Ug9(U4/Uo <1) 时 ， f(t) 是 多 值 的 ， 
取 其 最 低 的 分 支 作 为 映射 (27.5) 的 唯一 函数 ， 则 f(t) 是 t 单 值 
单调 增 函 数 ， 但 不 再 连续 ， 有 一 间隙 .单调 增 函数 圆 映 射 是 完 
全 锁 相 的 . W SX 的 讨论 , 我 们 知道 具有 间隙 的 单调 圆 映 射 的 准 
周期 轨道 集合 的 维 数 Do = 0. YE 1 — U1/Uo < y/Ug « 1 区间 内 

f(t) 在 F(t) + re" 的 微 商 为 0 时 具有 三 次 拐点 ， 由 此 得 
Uo = Ui, 44 U1/Uo > 1,U1/Uo > 1— y/Ug 时 有 混沌 运动 .如 以 如 
AUG E, MU; 的 增加 ,在 V1/Uo = 1 一 y/Uo 处 遇 到 第 一 条 
临界 线 ， 在 这 条 线 上 有 到 完全 锁 相 的 转变 ， 但 不 出 现 混沌 ， 在 
U1 = Uo 遇 到 第 二 条 临界 线 ， 在 这 条 线 上 发 生 到 混沌 的 转变 ， 
但 Do =0 且 不 再 有 正弦 圆 映 射 中 发 现 的 标 度 律 . 

“上面 的 讨论 都 限于 y/Uo < 1, 如 果 y/Uo > 1 将 发 生 复杂 的 

情况 ， (27.3) 中 t... 可 能 无 解 . 分 两 种 情况 讨论 . 如 Ui/Uo < 
(y/Uo — 1) /1 + 1/5? BB Uo/5 + (U1/y) sin B < 1, KIE V (t) < 1, 始 
AA REAN EA. 3:4: oo 时 V(t) rim) x i A I RR 
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V(t) = Uicos(t — 6)//1-- 72+7Up, tanó = yl. 


34 U;/Uo > (y/Uo — 1) /1 + 1/7? 时 情况 同 前 , 也 可 分 两 种 情况 ， 
4U, < Uo 时 是 完全 锁 相 的 ， 当 Ui, > Uo 时 有 混 症 运动 . 
根据 上 述 讨论 ,我们 可 以 把 
TEL (Y, Uo, U1/Uo) 三 维 参 数 空间 分 成 
四 个 区 域 ， 如 图 27-1 Bros. 在 区 
域 LO < Uj;/Uo < 1 - wv/Uo, 
有 周期 与 准 周期 运动 ; 在 区 域 IIL 
LE 0<U,/Uo < (y/Uo — 1) /1 + 1/42, 


LY 。 释放 过 程 在 有 限时 间 内 停止， 在 
| E 130 区 域 IL max[l — y/Uo, (y/Uo 
j | D/1-1/Yy,; < Ui/Uo € 1, 有 
图 27-1 完全 锁 相 ; 在 区 域 IV, U1/Uo > 
max[1, (y/Uo -- 1) V1 + 1/32], 出 现 
混沌 运动 . 图 中 没有 标 出 工 与 区 的 分 界面 ， 它 是 Ui/Uo=1. 
在 文献 中 提出 过 各 种 不 同 的 累积 - 释放 模型 ， 例 如 不 同 的 
累积 方式 ， 或 把 周期 调制 U coswt 加 在 下 国 值 To = U coswt 
上 ， 或 加 在 上 国 值 也 -—1-Uicosot 上， 结果 与 上 面 讨论 的 是 
KUK, LETHA. 
下 面 举 一 个 实验 所 得 的 例子 ， 以 正弦 波 驱 动 运 算 放 大 器 所 
£53 0] ah PR deo as AU, 其 线路 可 参阅 §31 图 31-1. 自由 振荡 频率 为 
252khz, 稳定 到 1079, 在 16 天 长 期 测量 中 的 漂移 为 0.5Hz/h. 改变 
驱动 正弦 波 的 频率 与 振幅 , 测量 得 到 图 27-2 所 示 的 相 图 . 阴影 部 
分 是 周期 区 , 部 分 阿 诺 尔 德 吾 头 的 转 数 标 在 图 上 . 空白 部 分 为 准 
周期 区 或 混沌 区 . 由 时 间 序 列 可 以 确定 轨道 是 否 混 沌 的 . 图 中 的 


128 


实 线 就 是 这 样 确定 的 到 混沌 转变 的 临界 线 . 用 宽度 大 于 10Hz 的 
287 个 再 头 , 定 出 的 临界 线 上 准 周 期 的 维 数 为 Do = 0.755 土 0.005. 
在 这 条 蜡 界 线 之 下 相当 距离 处 的 虚线 上 有 Do = 0.87, 但 在 它 的 
邻 域 没 有 观测 到 混沌 ， 根据 本 节 的 理论 分 析 可 知 ， 虚 线 是 由 有 
非 零 测度 准 周 期 到 完全 锁 相 转 变 的 临界 线 ， 实 线 则 是 到 混沌 转 
变 的 临界 线 . 实 线 上 出 现 准 周期 的 点 集 的 维 数 应 为 0, 但 由 于 它 

CERE, 实验 测 得 了 非 零 的 有 限 值 


MA 4 ANS 


100 


828 wil Rie TN oS SO 


为 了 对 累积 - 释放 系统 的 超 临界 行为 有 一 较 全 面 的 了 解 ， 
这 里 介绍 一 个 简单 的 线段 模型 ， 对 它 可 以 作 准 确 的 解析 分 析 . 
设 累 积 是 线性 的 ， 上 、 下 立 值 都 采用 三 角 调 制 


V-I, 如 V(t)=T(t) Wv(tt) = T(t); 


(28.1) 
To(t) = ApM(t), Ti(t) = 1+ A,M(t), (28.2) 
其 中 
M(t) = ney Mn&zt«no 1/2 时 | (28.3) 
—4(t—-n—3/4) 4n+1/2<t<n4+1M, 
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n 是 正 整 数 . 这 个 模型 虽 不 代表 
某 一 实际 系统 , 却 包 含 了 累积 - IE 
放 系 统 的 最 重要 的 特征 . 因为 To 
与 五 有 相同 的 周期 1, 释放 时 间 
之 间 的 映射 thoi = f(t.) 是 一 贺 
映射 f(t+n) = f(t)in. 图 28-1 给 
出 了 转 数 为 2/3 的 轨道 的 一 个 例 
子 (I = 1.51, Ay = 03, A, = 0.2). 
p/q 周期 轨道 to, t1, t4 满足 


f 9 (to) = to +p. | (28.4) 


JOB BUSES to, t1,---,tg-1 Æ (n,n +1/2) 5 (n - 1/2,n 41) 
区 间 的 分 配 有 关 . 由 图 28-2 AY OL, 在 (n,n 十 1/2) 区 间 释 放 时 ， 
两 条 相 邻 轨道 的 初始 距离 AVI 与 释放 以 后 的 距离 AV, 与 At 之 
间 有 关系 

I At = AV, + 4A,At = AV: + 4A åt. 


因此 距离 的 放大 因子 为 
_ AV, I—-4A 
t^ AV, I—A4A, 


按 同 样 的 理由 ， 可 得 在 (n+ 1/2, n +1) 区 间 释 放 时 的 距离 放大 
因子 为 


A 


(28.5) 


加 T+4A, 
i 了 十 44， 


如 9 个 轨道 点 中 有 gq- 个 落 在 (n,n + 1/2) KE, gq} 个 落 在 
(n+1/2,n+1) KEL, q- +4 —q, 则 轨道 的 稳定 性 判 据 是 


Ay 


(28.6) 


A(to) = [AS A2* | < 1. (28.7) 
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根据 (28.4) 与 (28.7), 可 以 找 出 参数 空间 I, Ay, Ar 的 p/q 锁 相 区 
域 . 
参数 空间 的 锁 相 区 与 三 个 参数 (ASA) MAK. 可 固定 
A, 与 A, 找 出 锁 相 区 的 上 限 SPR. 但 是 轨道 的 稳定 性 只 
与 约 化 参数 
Ay =4As/I, Ay = 4A;/T (28.8) 
AK. E 28-3 与 表 281 给 出 了 参数 空间 (Av, A) 内 根据 4+ 与 
4- 的 值 所 作 的 区 域 划 分 与 运动 情况 的 分 类 为 了 显示 参数 空 
间 锁 相 区 的 三 维 性 ， 图 28-4 给 出 了 A, = 0.2 时 (I, Ao) 空间 锁 相 
区 的 分 布 E 28-5 给 出 了 A, = 0.2 时 (1, A) 空间 锁 相 区 的 分 
布 . 


图 28-2 图 28-3 


首先 考虑 k AL = 1 WERK, A, > 1. 在 这 区 域内 ， 
ERE T(t) 的 上 升 部 分 的 斜率 大 于 了 它 被 前 一 周期 的 下 降 部 
A i FE T, 不 可 能 在 这 部 分 发 生 释 放 . 因此 , 轨道 的 李 雅 普 诺 夫 
指数 是 In AL, 它 在 区 域 A 小 于 0, 在 区 域 B 大 于 0. A 区 域 是 完 
全 锁 相 的 ，B 区 域 的 所 有 轨道 都 是 混沌 的 . TE BE A, = A, 
A- = A, — 1, 几乎 所 有 轨道 都 是 准 周期 的 . 因为 在 两 次 释放 之 
[a] V 的 平均 增长 为 pl, mE 5 线 每 次 释放 VV DR 1, MUELA 
上 转 数 为 p= 1/I. 在 A KAHF TO KEARSE, E 
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f PRS Pw bros AK lA BR, 5513 的 讨论 可 知 ， 这 种 情 交 下 
完全 锁 相 的 订 梯 的 维 数 Do = 0. 由 B KAW L BREAK, č 
全 锁 相 是 突然 发 生 的 ， 但 台阶 的 宽度 在 的 邻 域 随 A - Ad fH 
线性 增加 . 


x 28.1 参数 空间 不 同 区 域 解 的 类 型 


Ko W is 动 
A A, < At, Atl Hj 期 
B Ap > At > 1 HESS 
C Ap < At <1 > 1 «1 | 周期 与 准 周期 
D At < Ay <1 >0,<1 > 1 | 周期 与 准 周 期 
E | ÁAcc1I«ÀA,Àc-ÀÁL,«21|1 <0,> -1| >] 周期 与 混沌 
F | Ap <1< Ay, Ar + Ap > 2 _<-l »1| € M 
jE - ? 
EN c K, 
I — a I 
LT "E i Nu" 
opona 07 SZ 1 l 
= 
= | 
0.2 0,4 0.6 
A, 
图 28-4 28-5 


4A < 1 时 ,释放 可 以 在 任何 时 间 发 生 ， 我 们 把 这 区 域 分 
成 C~ F 四 个 小 区 . 在 区 域 D 内 A, < Ay < 1, 我 们 有 4+ > 1 与 
0< A. « 1, 使 得 可 能 存在 周期 与 准 周期 轨道 ,在 台阶 的 下 CE) 
边界 n) 处 ， 周 期 吸引 子 在 to = n 十 1/2(to = n) 时 释放 ， 这 
时 调制 具有 极 大 ( 极 小 ) 值 . 24 to Bt n+1/2(n) MH, g4 加 1 
而 9- 减 1, 使 得 稳定 性 判 据 (28.7) DEAR. A 线 出 发 ， 随 
着 A, 的 增加 ， 出 现 锁 相 台 阶 ， 至 ke 线 A = 1 处 变 成 完全 锁 相 
Hj. BU KAKI, dd 5 之 间 某 些 点 上 台阶 宽度 变 成 
0. Æ ke RE FRA T(t) 上 升 部 分 的 斜率 为 工 k 上 魔 梯 的 分 
维 也 是 0. 
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EKI E, At < 1 < Ay, Art As < 2, BURAK BY BEAR IE SER. 
如 同 在 D 区 ， 锁 相 区 的 上 边界 L Bi to — n Ah, mM rwA T; 
只 在 k, PVE to — n 1/2 给 出 B8 A, Hn, D, 上 升 ,但 下 
边界 D, AREY to BF n 1/2, 然后 出 现 一 腾 盖 ， 然 后 增加 全 到 
I,, 锁 相 区 结束 . E l R Â+ Ap —2 E AW = -1, PRA HK 

E FEK Ap < 1 < Ay, Ap + Ay > 2, 我 们 有 4 < -15 
A, > 1, 所 有 吸引 子 都 是 混沌 的 . YE C 区， 4 < Å <1, 情况 
5 D 类 似 ， 只 是 现在 下 对 应 于 to =n, Iu 对 应 于 to = no 1/2, 
存在 周期 与 准 周期 吸引 子 ， 锁 相 区 是 水 漏 形 的 . 

图 286 给 出 了 
I = 10/9, A, = 0.2( 即 v, 
A， < 1) 情况 以 V, K 
示 的 吸引 子 随 A, 的 变 
化 . 在 D 区 0.2 < A, « 
0.277 看 到 了 准 周 期 与 
MAH, Æ E K 0.277 < 
A, < 0.355 有 锁 相 与 
WE, Æ F EK A > 
0.355, 则 只 有 混沌 . 

考虑 Visi 作为 Va PAE IM SEAR, Va WE n 1/4 处 
以 使 V, 处 于 [0,1] 区间. 为 简单 起 见 ， 设 o <1, WE 1 周期 内 
可 能 有 一 次 释放 或 没有 释放 . 庞 加 莱 上 映射 分 为 两 支 ， 上 分 支 对 
应 于 没有 释放 ， 下 分 支 对 应 于 释放 一 次 . 图 28-7 给 出 了 参数 空 
加 不 同 区 域 中 庞 加 莱 上 映射 的 一 些 例子 . did P5 PHt-n 
与 n 十 1/2 RE, 
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ms 


P, = (1 + A; — 31/A, 1/4 + Ay), 


Py = (1— Ac — 1/4,31/4 — Ay). (28.9) 


注意 到 它们 的 V SA, 无 关 ， Vay 与 At ER. 
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假设 å < 1( 图 28-7(i)~(v)). 由 C EFH, TEC EKA AL >l, 
0< A, «1, 上 映射 是 1-1 的 . BA 的 增加 ， 两 者 的 斜率 都 趋同 
1 在 上 线 上 准确 地 为 1. 在 D 区 内 4+ >1 增 加 ，0 < AL <1 hh 
小 ， 映射 仍 是 1-1 的 , 直至 到 达 ko £X. E k 线 上 和 斜率 AL BA 
0, Pi 45 Po AW Vari 都 为 24 映射 变 为 不 可 逆 的 ,在 E K, 
A. 变 为 负 的 而 4+ 继续 增加 ， 不 同 转 数 的 轨道 可 以 共存 ， 也 可 
能 与 混沌 轨道 共存 . BE A, 进一步 的 增加 ， 在 is 线 上 4- = -1. 

如 上 面 已 经 提 及 ,在 C 区 映射 是 1 一 1 的 ， 随 A. 的 增加 ， 
P, 与 已 点 的 VV 坐标 互相 靠 扰 ，A4- 趋向 发 散 . TE k £X E (A 
28-7(vi)), Pr 与 Po 点 的 V, 坐 标 变 成 相同 的 ， 在 庞 加 莱 下 分 文 
EV, -21-2A, 处 出 现 一 个 间 除 .在 区 域 A( 图 28-7(vii)), 的 
V, 坐 标 超过 Pa 的 ， 庞 加 莱 映 射 变 成 多 值 的 . [HE EI f& Xb B5) 
遮盖 效应 ， 使 其 实际 上 是 单 值 的 . CER, 线 上 ， 间 陈 突 然 地 变 成 
2(4, — Ao), 并 随 进 入 A 区 而 继续 增加 .存在 间 孙 意味 着 吸引 子 
的 庞 加 莱 映 射 有 无 限 多 的 不 可 及 区 域 . 

上 面 的 分 析 给 出 了 相 图 的 全 面 的 概念 .特别 是 给 出 了 临界 
Bk, 与 io 它们 分 别 与 到 完全 锁 相 及 到 混沌 的 转变 相 联 系 ， 1 
线 也 是 区 分 完全 锁 相 与 混沌 区 的 分 界线 .在 图 28-4 中 k, BIL 
平平 行 锁 相 区 的 边界 ， 在 图 28-5 中 则 反之 ， ky 线 几 乎 平行 锁 
相 区 的 边界 ， 这 样 的 临界 线 很 难看 到 . 

把 三 角 调 制 换 成 正弦 调制 M(t) = sin(2nt), 系统 的 行为 只 
细节 的 变化 ， 参 数 空间 的 整体 结构 保持 不 变 . 参数 空间 被 临界 
线 4=1 与 4;,=1 分 成 区 域 ， 现 在 A, = 27-A,/1, At = 2n Ai I. 
在 D 区 ， 水 漏 形 的 锁 相 区 将 变 成 单调 增加 的 ， 但 是 轨道 仍 是 周 
期 和 准 周 期 的 ， 庞 加 莱 映 射 仍 是 一 一 的 ，4 线 上 锁 相 区 测度 仍 
是 0, 至 ky 仍 完 全 锁 相 ， 分 维 为 Do = 0.87, EMERI A kF 
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Ha. FEE KK, BUBPbCAESE,. HI pst rn UB AX 
Z. 在 A X, BEINN EIR, 4564 BUHH Do = 0. 接 
Vek, 处 间 际 随 与 k 的 距离 成 平方 根 关 系 增长 . 在 B 区 ， 所 有 
吸引 子 仍 是 混沌 的 . dE RE, o—1/I, CR B 区 与 完全 锁 相 
区 A 的 分 界线 . 
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7 m BR Hj 


在 本 书 的 开头 ， 我 们 就 提 到 过 茹 厄 勒 - 塔 肯 斯 定理 OUS 与 
Newhouse- 茹 厄 勒 - 塔 肯 斯 定理 中. 这 些 定理 说 ， 给 定 一 个 三 频 
准 周 期 吸引 子 ， 则 任意 小 的 C? 微 扰 都 能 使 其 转变 成 结构 稳定 
的 奇怪 吸引 子 ;， 而 对 四 频 或 更 多 频率 的 吸引 子 ， 任 意 小 的 Ce 
微 扰 能 达到 同样 的 效果 对 于 二 频 问 题 ， 我 们 已 经 看 到 ， 有 限 
的 微 扰 才 能 使 准 周期 吸引 子 变 为 混沌 吸引 子 . 但 是 皮 索 杜 定理 
认为 ， 二 频 准 周期 是 结构 不 稳定 的 ， 任 意 小 的 微 扰 能 将 它 破坏 
变 成 结构 稳定 的 周期 吸引 子 . 实际 上 情况 并 不 那么 简单 ， 如 阿 
诺尔 德 指 出 并 在 本 书 前 面 已 经 看 到 的 那样 ， 随 微 扰 的 增加 ， 准 
周期 吸引 子 逐 步 减少 ， 周 期 吸引 子 逐 步 增 加 . Newhouse- gh JE, 
勒 - 塔 肯 斯 定理 过 到 的 情况 也 是 类 似 的 ， 只 有 选择 很 特殊 的 微 
扰 才 可 能 在 无 限 小 邻 域 使 准 周 期 转变 为 混沌 . 本 章 将 用 耦合 圆 
映射 或 称 环 面 映射 和 准 周期 强迫 圆 映 射 来 研究 多 频 问 题 . 它们 
是 圆 映 射 的 目 然 推广 . 


$20 环 面 映射 与 其 共振 区 


环 面 映射 了 :7?" OT 是 圆 上 映射 的 自然 推广 ， 圆 映射 是 环 
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面 映射 n = 1 的 特例 .本 章 讨 论 n > 2 的 情况 外. 正如 圆 是 实 
数 集合 与 整数 集合 的 商 T-R/Z 定义 投影 算 符 r: R” >T”, 
rr(z) 三 22modZ ,的 提升 是 连续 映射 F: R” OR", CWE 


"ToF-—fom. (29.1) 
如 同 圆 映 射 ， 设 其 拓扑 度 为 1 则 
F(x+m) = F(xz) 4 m. meZ” (29.2) 


f 与 五 的 描述 是 等 价 的 ， 如 同 圆 映 射 中 我 们 曾经 做 过 的 那样 ， 
我 们 将 不 区 别 f 5 F. 
对 一 环 面 映 射 ， 如 果 


f? (e) = a 4 p, qcN, peZ” (29.3) 


则 我 们 说 它 是 周期 的 ， 其 周期 为 g, 具有 转 矢 p/a 如 把 与 转 矢 
关系 最 直接 的 参数 集合 we RR” 写 出 来 ， 


fpo(x)--z-w-crg(rz) g(x + m)= g(x). (29.4) 
举 一 个 了 = 2 的 例子 . 


k . k . 
g(x) = ( — 57 sin 2ry, 一 元 sin 212). (29.5) 


k = 0.7 时 有 转 矢 为 p/q = (3,4)/5 

的 周期 运动 . 图 29-1 给 出 了 (we, wy) 

平面 上 的 共振 区 ， 图 中 的 数字 表示 

该 区 域内 解 的 数目 , 容易 看 出 , 这 是 

一 个 二 维 环 面 在 平面 上 的 投影 ， 这 

EEXCELELN 个 结论 具有 普遍 性 ， 可 以 一 般 地 子 
图 29-1 以 证 明 . 


(z,w) € R” x R”, ARS (2,0) 一 fula) 是 连续 可 微 的 ， 
w> fule) 对 每 一 x CR" RR" 内 的 一 个 微分 同 胚 , 显然 (29.4) 
满足 这 些 条 件 ， 设 p 为 (29.4) 满足 (29.3) WERA p/a 的 解 的 
集合 ， 如 果 g =1, 或 g>1 而 了 在 C! 内 充分 接近 于 平移 ， 则 
p 微分 则 胚 于 环 面 T7. 在 g = 工时， 因为 w -fw(z) 对 每 一 Zz 
是 一 微分 同 有 凸 ， 记 周期 轨道 解 为 w = w(z), CHR" x R? 空间 
中 R" EME, SR AR, Hom 投影 P HT, HO PH 
分 同 胚 于 T. 4q>1 而 fw(zx) 充分 接近 平移 时 ( 相当 于 圆 映 
St f(z) > OM ee R HEA), w 一 了 (9 (zx) tti R^ 上 的 一 个 微 
SAE, MA SO(a)-c+p 的 解 集 也 与 R AE, Ko 投影 
P 5 T” WW. 29-1 JJ (x,w) 空间 中 的 T? E w 平面 上 的 投 
g. 

下 面 我 们 着 重 研究 n = 2 共振 区 内 部 的 结构 ， 图 29-1 的 
特征 是 存在 鞍 结 点 的 曲线 与 尖 点 ， 在 参数 o 值 的 鞍 结 点 处 p/a 
的 轨道 的 da fi) (e) 矩阵 有 本 征 值 +1, 它 是 共振 区 的 边界 ， 容 
易 看 出 ， 鞍 结 点 也 就 是 (z,w) 空间 的 解 集 wa) 向 w 空间 投影 
时 奇异 点 的 象 ， 在 这 些 点 处 w(x) HIRE (da, dw) 有 ów = 0, 
ba £0. 这 是 因为 (m) 是 fi (o) = o p HR, wa) 的 切 矢量 
决定 于 dwf (a)bw + def? (z)óz = ôx, 所 以 当 且 仪 当 bw = 0 
时 da f(D (a) 有 本 征 值 +1, gz 为 对 应 的 本 征 矢 . 

在 所 有 共振 区 中 都 看 到 了 双 +1 本 征 值 点 . 这 是 共振 区 的 一 
般 现象 ,对 它 有 如 下 的 定理 . H fX w EAR (du fdw, dw) > 0 
(Vow) 意义 上 是 单调 的 , 设 卫 是 周期 1 的 Cl 鞍 结 点 曲线 , 它 是 闭 
的 , 同 伦 上 非 平庸 的 , 在 参数 空间 投影 非 奇异 的 , WET HRE 
至 少 存在 两 个 点 , 这 些 点 上 dz f 有 双重 本 征 值 +1. 这 定理 可 证 
明 如 下 . dt (Sa, dw) 为 曲线 的 切 矢量 , dw fiw+dzf6z = óx, A 
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为 投影 非 异 (DOBEDBUUIAGEODRGEERT SZ), 所 以 bw z 0, 
duf 是 可 逆 的 ， dz fiz Ade. 因此 dz 的 本 征 值 为 +1 的 本 征 
空间 K 是 一 维 的 ， 并 且 不 包含 ôx. ERT 连续 地 变化 .因为 


rr 同 伦 不 平庸 是 指 其 zi (i = 1,2) - (0, 1) 的 端点 ， 不 能 

收缩 为 0, 如 图 29-2 所 示 ， 它 是 图 29-1 

i 所 示 共 振 区 在 x 空间 的 投影 . 6z 沿 着 

MOI 它 无 净 的 转动 . 另 一 方面 ，iz 沿 rr A 

转 一 周 . 据 假 设 了 对 w 是 单调 的 ,因此 

) dwfiw WFA, ET 线 上 至少 有 

ol 两 个 点 使 dw fiw € K, 在 该 处 dg fix — 

ôx € K. Bl dz f 有 另 一 本 征 值 为 +1 的 
AB AE PF X. 


Q0, 
H 29-3 图 29-4 


当 g > 1 时 ， 只 要 f 充分 接近 于 平移 ， 7) xpo 是 单调 
的 ， 上 述 结 论 仍然 成 立 ， 鞍 结 线 把 参数 空间 分 成 det (dx f — id) 
符号 不 同 的 部 分 ， 因此， 如 果 有 一 同 伦 不 平庸 的 鞍 结 线 ， 则 必 
有 另 一 条 这 样 的 曲线 .如果 它们 的 投影 都 是 非 异 的 ， 则 它们 各 
日 都 有 两 个 双 +1 本 征 值 点 ， 图 29-1 就 属于 这 种 情况 .图 中 打 
x WAREN +1 本 征 值 点 . 但 是 也 存在 许多 共振 区 的 例子 ， 
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"w^ we 


它们 只 有 同 伦 平庸 的 鞍 结 线 . 例如 图 29-3 Bro 8 k = 0.7 时 的 
(7, 9)/12 共振 区 ， 它 没有 空洞 与 燕尾 . 图 29-4 EEE (x,y) F 
面 上 的 投影 . 

由 于 拓扑 度 守 恒 ， 经 过 贰 结 线 时 产生 一 对 鞍 绪 不 动 点 . 在 
M+ 本 征 值 点 的 邻 域 将 发 生 如 下 现象 ， 在 这 点 发 出 一 条 霍 普 
夫 分 岔 曲线 ， 它 在 这 点 与 鞍 结 线 二 次 相 切 ， 结 点 在 霍 普 夫 线 上 
4 HON HORSE. 在 其 一 边 ， 不 动 点 形成 鞍 汇 对 ， 在 另 
一 边 形成 鞍 源 对 . 从 双 +1 本 征 值 点 还 发 出 一 同 宿 模 ,其 边界 与 
Pa Se RABY), BERKA. ERAN, RAH BEST 
稳定 流 形 发 生 同 宿 相 交 . 图 29-5 给 出 了 上 述 情况 的 示意 图 . 图 
29-6 是 图 29-1 有 关 部 分 的 放大 ， 它 显示 了 (3, 4)/5 共振 区 中 的 
有 关 结 构 ， 其 同 宿 棉 如 此 地 窄 ， 以 至 在 图 上 看 起 来 是 一 条 线 . 
图 29-7(i) 、 (i). (Qi), (iv) 给 出 了 图 29-6 中 所 示 路 径 上 四 个 
ARERR. 图 29-7(iv) 给 出 了 一 个 同 宿 相交 的 例子 ， 它 表明 
像 保 面积 二 维 映 射 情况 一 样 ， 当 映射 是 可 道 的 时 候 也 会 出 现 混 


mm 


E S aa 


29-6 


由 上 面 的 讨论 可 见 ， 三 频 问题 中 共振 区 的 结构 要 比 二 频 问 
题 中 复杂 得 多 .我 们 看 到 ， 在 共振 区 中 ， 可 能 由 同 宿 相 交 ， 在 
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k 值 很 小 时 就 产生 混沌 ， 共振 区 的 结构 对 不 同 共振 区 没有 明显 
的 相似 性 . 上 面 没 有 提 到 ， 当 下 增 大 时 ， 在 共振 区 中 也 可 能 出 
现 倍 周 期 分 岔 区 . 这 些 都 与 圆 映 射 情况 不 同 . 以 后 我 们 还 将 看 
到 ， 由 于 多 频 问 题 中 出 现 了 多 种 不 同 的 运动 形式 ， 对 它们 的 研 
究 远 没有 像 对 二 频 问 题 的 研究 那么 成 熟 . 


0. 23902 
x 


830 关于 环 面 映射 的 数值 实验 


从 前 节 的 讨论 可 见 ， 要 给 出 环 面 映 射 的 相 空间 与 参数 空间 
完全 描述 是 困难 的 . 因此 ， 本 节 将 介绍 C. Grebogi, E. Ott 与 J.A. 
Yorke 有 关 二 维 与 三 维 环 面 上 数值 实验 的 结果 4) 它 将 给 出 有 
关 准 周期 同 混沌 转变 的 总 体 概况 . 
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考虑 二 维 环 面 映射 (29.4). 其 g(a) i XJ 


gi(z,y) = Y^ AU sin[2z(rz + sy + BË), (30.1) 


HE i= 1,2, (r,s) 为 整数 对 ， 我 们 将 只 取 低 阶 项 ， 表 30.1 给 
出 了 一 组 (r,s) 及 用 随机 数 发 生 器 产生 的 参数 AN BO. F 
面 的 结果 都 是 针对 这 一 组 参数 得 到 的 . 用 其 他 的 (r,s) 组 合 与 
随机 选择 的 A, B 系数 可 得 到 相似 的 结果 . 如 所 定义 的 上 映射 的 雅 
可 比 行列 式 J AO, RA A TB, WH 30.1 所 给 的 系数 ， 这 
FEF e< sc 0.673. 4 e > e, WH, RNR MY. = wi 
准 周期 只 发 生 于 s < ec 时， 否则 不 可 能 把 它 变 换 成 平移 ， 对 所 
讨论 的 二 维 上 映射 ， 存 在 四 种 不 同 的 吸引 子 ， 三 频 准 周期 ， 二 频 
准 周期 ， 周 期 与 混沌 .可 用 李 雅 普 诺 夫 指 数 来 判断 吸引 子 属于 
那 一 种 类 型 的 . 设 李 雅 普 诺 夫 指 数 Xi 与 2 按 顺 序 AL A. ik 
iE, WAY = A2 = 0 为 三 频 准 周期 ， 其 一 为 0 另 一 小 于 0 的 为 
二 频 准 周期 ， 两 者 都 小 于 0 的 为 周期 ， 有 -一 个 或 二 个 大 于 0 的 
为 混沌 ， 在 实际 计算 中 ， 1074 即 看 作为 0. (A? +23)! < 1074 
为 三 频 准 周期 ， (A? A2)7 > 1074 H Aij < 1074 为 二 频 准 周 
HA, AA. < 107* 为 周期 ， X > 10-* 为 混沌 ， 表 30.2 给 出 
了 对 s/se = 3/16 时 (wa,w?) TE 512 次 随机 选择 与 其 他 c/ce 值 
时 (wi,w2) TE 256 次 随机 选择 统计 的 结果 . 在 计算 和 值 时 ， 对 
ef/ec = 3/16 情况 对 每 一 随机 选择 作 2 x 105 迭代 ， 其 他 c/ce 值 
时 作 10 ER. ORAL (AF + A2)7 < 10* 的 轨道 作 进一步 的 迁 
代 , 表明 其 李 雅 普 诺 夫 指 数 确实 趋向 0. 用 求 得 的 转 矢 作 平移 映 
射 ， 它 与 原 相 图 存在 一 一 对 应 关系 ， 这 也 表明 确实 存在 一 个 非 
线性 变换 ， 能 将 三 频 准 周期 变换 成 为 二 维 平移 ， 因 此 表 30.2 的 
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结果 是 可 信 的 ， 它 表明 三 频 准 周期 的 测度 在 (0,se) 区 域内 由 1 
变 为 0. 


0. 08818611671542 0. §9030722865609 
—0.56502889980448 | 0.33630697012268 
0.16299548727086 |0.29804921230971 
—0.80398881978155 | 0.15506467277737 


Æ 30.2 
三 频 92% 82% 44% 0% 
二 频 8% 16% 38% 33% 
周期 2% 2% 11% 31% 


0% 7% 


为 了 使 对 (01,02) 平面 上 不 同 吸引 子 出 现 的 位 置 有 个 概念 ， 
图 30-1 给 出 了 ef/ec = 3/4 (e = 0.5) ff 64x64 格 点 上 四 种 吸引 子 
的 分 布 情况 . 三 频 准 周期 的 点 画 在 图 30-1(i) 上 ， 二 频 准 周期 画 
在 (ii) E, 周期 画 在 (ui) b, 混沌 吸引 子 画 在 (iv) E. 可 以 看 到 ， 
对 角 线 上 很 少 有 三 频 准 周期 .二 频 准 周期 则 在 wl = ws MER 
密 , 但 也 分 布 在 整个 平面 上 . 周期 运动 则 在 (41, v2) = (1/2,1/2), 
(0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1) 的 邻 域 有 最 高 的 密度 , 对 角 线 上 次 之 . 
混沌 运动 则 集中 在 周期 运动 密集 区 的 边 上 . 

下 面 讨论 吸引 子 的 一 些 特征 .首先 看 一 下 李 雅 普 诺 夫 指 数 
的 分 布 . 30-2(i) 给 出 了 (A1, Ag) 平面 上 E/E 一 3/4 时 对 (wi, w2) 
的 4096 次 随机 选择 作 10° 次 迭代 所 得 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 的 分 
布 ， 图 30-2(ii) 是 其 局 部 的 放大 . 图 中 Xi =0, à < 0 对 应 于 二 
频 准 周期 轨道 . Ai = A2 < 0 相应 于 周期 轨道 ， 两 者 相等 说 明 
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Hz VE GRE AY AK GE LIE SH. 混沌 轨道 则 密集 在 X; = 一 和 2 
附近 ， 准 确 地 说 它们 密集 在 X. = —A2 直线 之 下 . 


l. 0 l. Lj OS en oe Pan te eae enn ee 
0. 8 z o. 8E 
"n z (o. T 
0.6K . 0. 6 
0,4 9. 4 
a 2 IETT i m 0. 2 : 
TET Dt D . 0.0 t atat ai e tmt ST ee 
0.0 0.2 0.4 0.6 6.8 1.0 0.0 U.2 U.4 0.65 0.8 i.n 
Q3 (9, Cin) w) 
1.0 rz 1.0 
U.B 0. 8 F- 
ta, tu 
0.6 0. 6 
Ug. 4 D. d 
2 0. 2 
0 ON 
0.0 O22 0.4 0.6 0,8 1.9 0.0 0.2 0.4 0.686 8 LD 
Git w, (iv) to, 
0.2 
À; 
—0.2 
—0.6 
—1.0 -— 60. 
—0.6—0.2 0.2 0.6 — 0. 05 -—0.01 0.01 0.03 0.05 
Ay Ay 
30-2 


三 频 准 周期 轨道 在 (z,y) 环 面 上 是 饥 历 的 ， 当 e/ec 小 时 ， 
其 分 布 十 分 均匀 ， 图 30-3 给 出 了 高 度 非 线性 情况 c/s = 0.9 时 
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的 一 个 分 布 ， 它 已 变 得 十 分 不 均匀 了 . E ee = 1 时 分 布 变 成 
奇异 的 ， 


] . [PP 
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一 一 


图 30-4 给 出 了 一 个 二 频 准 周期 的 例子 ，e/sc = 3/8. "E TE vx 
Jj m] HAE Ph fB, Ay EJ pi ~ 1/2, 而 p2 为 无 理 数 . 

混沌 吸引 子 有 多 种 多 样 的 形式 与 结构 ， 不 能 系统 地 详尽 它 
们 , 图 30-5(1) (ii) iii) iv) H T c/c. = 3/4 时 的 一 些 例 子 . 其 最 值 
得 注意 的 特征 似乎 是 它们 在 环 面 上 都 是 遍历 的 ， 即 只 要 等 待 足 
够 长 的 时 间 , 轨道 可 以 任意 接近 环 面 上 给 定 的 任 一 点 . te < 
0 表明 轨道 分 布 是 高 度 奇 异 的 ， 其 奇异 性 可 用 李 雅 普 诺 夫 维 数 


入 UN 、 
dp =1+4 ol ER. KARYA 20 了 时 通用， 入 <0 时 dr.=0. 
2 
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图 30-6(1) , (ii) , (i) , (iv) 给 出 了 更 高 c/ce 值 处 的 一 些 典 型 
混沌 吸引 子 ，() 、(ii) 是 对 ef/ec = 0.9, (iii) , (iv) 是 对 e/e. = 9/8. 
图 30-6(i) 、(i) . (ii) 都 有 明显 的 奇异 性 . 图 30-6( 显示 出 28 个 
大 体 上 重复 的 部 分 . 它们 可 了 解 为 存在 一 对 28 周期 的 不 稳定 罗 
道 ， 其 中 之 一 是 鞍点 型 的 ， 另 一 是 排斥 子 . 图 30-6(i) 可 看 作 是 
28 周期 鞍点 型 轨道 的 不 稳定 流 形 . 其 详细 结构 是 ， 由 一 个 轨道 
点 出 发 的 不 稳定 流 形 与 另 一 轨道 点 的 稳定 流 形 同 宿 相 交 ， 然 后 
拉 伸 并 来 回 折合 地 趋 办 这 另 一 轨道 点 的 不 稳定 流 形 . 这 种 结构 
似乎 是 通过 排斥 子 - 靶 点 分 岔 产生 ， 正 像 前 面 讨论 过 的 鞍 结 点 
对 一 样 . | 

如 用 同样 的 算法 来 计算 三 维 环 面 上 的 吸引 子 ，A 、B 系数 
将 有 7r、s 、t 三 个 下 标 . 如 把 r+ 、s 、t 的 值 只 限于 土 1 与 0, 则 
有 独立 的 78 个 A 5 BS, g 矢量 包含 39 个 正弦 项 . ME, 除 
了 三 频 问 题 中 的 四 种 吸引 子 外 ， 还 出 现 四 频 准 周期 轨道 ， 对 它 
们 可 用 三 个 李 雅 普 诺 夫 指 数 来 判别 . K 30.3 给 出 了 ef/ec = 0.35 
与 0.7 的 对 (wi,w2,w3) 随机 选择 的 256 组 数 作 4 x 10” ARE 
计 的 结果 . 比较 表 30.2 与 表 30.3 可 见 : 在 可 比 的 s/se 值 处 三 维 
环 面 上 的 混沌 吸引 子 出 现 的 可 能 性 比 二 维 环 面 上 的 大 ; 在 s/e。 
小 时 ， 例 如 < 0.35, 准 周 期 出 现 的 可 能 性 按 IN 频 ，(N — 1) 频 ， 
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931 一 个 非 线性 电子 振荡 线路 中 的 三 频 问题 


在 不 同 领域 ， 特 别 是 在 流体 力学 实验 中 ， 观 察 到 过 多 频 准 
周期 及 其 向 混沌 的 转变 ， 但 其 精度 一 般 都 不 够 高 ， 不 能 给 出 一 
个 全 面 的 图 象 ， 本 节 将 介绍 一 个 非 线 性 电子 振荡 线路 中 的 三 频 
问题 ， 对 它 的 测量 有 和 较 高 的 精度 ， 且 有 较 系 统 的 结果 US. 


设计 的 电子 线 

路 中 含有 一 对 运算 

RAB WH BR 

振荡 器 ,它们 互相 对 

称 地 耦合 ， 并 与 一 外 

驱动 耦合 ， 如 图 31-1 D 

所 示 . 能 够 可 控制 地 图 31-2 
调节 所 有 有 关 的 参数 . 弛 豫 振 子 的 强 耗 散 性 ， 使 得 当 外 驱动 的 
振幅 较 振 子 本 身 的 振幅 小 时 ， 运 动 是 约束 在 三 维 环 面 上 的 ， 运 
算 放 大 器 在 稳定 的 士 5 伏 输入 下 运行 . 它 和 耦合 电容 与 振 葛 器 
电容 之 比 CCo. 确定 了 仪器 的 驱动 振幅 标 度 ， Re 的 选择 使 
振子 间 的 耦合 幅度 小 于 驱动 振幅 标 度 的 1%. xk 01 的 自由 频率 
为 250kHz (= 1/22R1,01.). 三 个 可 变 参数 是 。 O. 的 自由 频 
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4. EIZIE oh a gp dt dd. diferte" -RT FE PR Aa 
Ay 32768 长 度 的 离散 时 间 序 列 . 图 31-2 51H. TAHR Vi 5 Via 
重 构 的 二 频 和 三 频 豚 引子 . 

可 用 自 关联 冰 数 来 区 别 混沌 与 准 周 期 ， 混 沌 运动 日 关联 汕 
数 的 包 络 呈 阻 尼 振 荡 形 状 、 其 衰减 比 准 周 期 的 快 得 多 .图 31-3 

给 出 了 驱动 频率 和 振幅 空间 的 高 精度 的 扫描 . Oa 频率 的 选择 
使 驱动 振幅 为 0 时 Oi 与 Os. 是 非 锁 模 的 . 图 中 圆 点 代表 周期 ， 
空 自 区 代表 准 周 期 ， 方 块 代 表 混 沌 .一般 地 ， 含 稠密 周期 点 的 
空 所 区 代表 二 频 准 周期 ， 干 净 的 空白 区 对 应 于 二 频 准 周期 和 三 
频 准 周期 的 交错 带 . 只 在 图 31-30v) 中 ， 所 有 空 折 区 都 表示 二 
频 准 周期 相继 四 图 中 后 一 幅 都 是 前 一 幅 中 方 框 部 分 的 放大 . 


Ak JJ] the D CV 3k i ds. 
Je _ —— d. “| 一 一 一 


0. NM : 
320 249 250 PHO 
驱动 频率 (kHz ) aM zi HK KHz) 
5 , B SI B HV) a ori it v) 
€ k Ra ` ` D 
o ÁÓÁNBSl 0. 16 SUE RIS pL as 
7 FEE 2 
0. ] ý Et 
人 5 
BA Trt a a S T M 
AINE Cy a 
| ad e ran Mr ei 223 AS (i ) 
a. G 0, 124—735 i 
240. 5 241.5 212.5 243.5 242.25 342, 45 232.65 PAE 
SK n ero OKT) B sj Hi E (kHz) 
图 31-3 


由 图 31-3 可 见 ， 当 驱动 振幅 很 小 时 ， 参 数 空间 的 大 部 分 都 
对 应 三 频 准 周期 ,这 与 前 节 的 理论 结果 一 致 .位 于 图 31-3(i) 的 
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Ac BÉBRMXOPTOKBHURES MAEN, EME ETIRI 
振幅 的 情况 . 图 31-3(iv) 是 其 高 分 辩 率 的 放大 ， 如 果 参 数落 在 
这 个 区 域 ， 它 可 能 符合 茹 厄 勒 - 塔 肯 斯 定理 的 条 件 . 


832 三 频 问 题 的 重 正 化 群 分 析 


在 $30 我 们 曾经 注意 到 : 二 维 环 面 映射 的 雅 可 比 行列 式 J = 
0 定义 了 一 个 临界 面 .在 临界 面 处， 三 频 准 周期 的 测度 趋向 0. 
除 此 之 外 ， 临 界面 没有 别 的 意义 ， 例 如 ， 它 并 不 像 贺 映射 中 那 
样 是 由 准 周 期 到 混沌 转变 之 处 而且 在 临界 面 上 也 没有 找到 过 
明显 的 标 度 律 . 但 是 , 即使 这 样 , 研究 一 下 三 频 准 周期 中 的 非 临 
界 标 度 律 仍 是 有 意义 的 .对 三 频 准 周期 的 有 理 逼 近 (pn,qn,rn)， 
可 采用 二 次 无 理 数 递 推 关 系 的 推广 [46] 


Pn = anPn-1 + bnPn-2 + Pa-3; 


Qn = QnQn-i + bndn-2 + Gn~3; 


EPI (32.1) 
其 最 简单 的 情况 是 an = bn = 1 AMAT XL EUSEB SUC 
Fy = Fy =0, Fp=1. Fy =FaitFy2+Fo-3. (32.2) 
另 一 种 简单 情况 是 


p-3 = 1,p_2 = 0,p.1— l, pa = pa.2 + Pa-3; 
(00-3 = 0, Q-2 = 1,q-1 一 1, qn = dn—2 十 Qn—3; 


r_3 =1,r_2 = 1, r-1 = 1, r4 = T4 2 + T4. 


(32.3) - 
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E Fra xr YD Jc BE AR ER AY 螺 线 中 数 . 
S.H. Kim 5j S. Ostlund 在 推广 法 里 树 的 基础 上 讨论 了 三 频 
AN BY zz HEISE Bl YE 7l. (p,q,r) 取 最 小 的 正 整数 的 可 能 是 


(0,1,1) 、 


图 32-1 


WEB = f87JE 8] DR A 


(1,0,1) 5j (1,1,1). 如 图 32-1 所 示 把 这 三 个 数 分 别 写 在 


等 腰 直 角 三 角形 的 三 个 了 顶点 
处 ， 则 可 如 下 地 构造 出 p+g > 
r,0 <p. q<r 的 所 有 
有 理 数 (p/r.q/r). 把 原 直 角 三 
角形 等 分 为 两 个 全 同 的 等 腰 直 
角 三 角形 ， 在 直角 对 边 中 点 写 
上 (011)+(101)=(112)， 对 两 个 
小 的 直角 三 角形 施行 同样 的 手 
续 , 得 到 数组 (122) 与 (212). 重 


复 上 述 手续 至 无 穷 ， 就 可 得 到 


所 有 的 (p/m q/r). 


Ao = [(011)(101)(111)], 


A? = [(111)(011)(112)], 


Aj = [(101)(111)(112)]. 


(32.4) 


Ao 与 AL Ay 的 映射 关系 可 表 为 


0 
09 Aj = Ao, 
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c1 Ay = Ag. (32.5) 


(32.6) 


图 32-1 中 任 一 组 数 都 可 用 co 与 oi 组 成 的 积 表示 出 来 . 其 中 特 
别 是 与 lno 有 关 的 数 ， 设 co 的 本 征 值 为 1/7, 则 7 满足 


T —rT-1290. (32.7) 


EEP (32.3) 的 特征 方程 | S.H. Kim 5 S. Ostlund 称 (771,777) 
为 螺 线 中 数 . 由 图 32-1 和 o8 得 到 数列 (pn, ans rn), 即 (32.3) 定 
义 的 数列 . 
下 面 研究 广义 菲 波 那 契 序列 ,其 逼近 的 无 理 数 满足 下 面 
的 特征 方程 
T—T5 —-[T-120. (32.8) 
EAI 


Tı = 1.839286755- --, 


T23 = et" f Ti, ẹ = 2.176233524. (32.9) 
(32.2) 有 展开 式 


Fa = at? + br. "/? cos(ny + qo), 
a = 0.182803534, b = 0.705198468, 
Yo = 4.450171533---. (32.10) 
在 圆 映 射 中 ,次 临界 区 的 标 度 律 等 价 于 平移 运动 的 标 度 律 . 
在 环 面 映 射 情况 ， 这 一 结论 仍然 成 立 ， 它 们 可 以 用 上 述 特征 值 
表示 . 考虑 平移 映射 序列 


£ = 2+ Wen, Y =Y + Wyn, n = 3,4,5--- 
Wen = n+1/Fn; Wyn = n-2/ Fp. (32.11) 


153 


其 极限 是 转 矢 为 (wou) = (r) 的 三 频 准 周期 运动 ， 对 于 


prt 


[8] Bj Awen = Wr(n—1) — Urn: Awyn 一 Wi(n—1) 一 Wyns 可 以 定义 两 个 
6 标 度 律 ， 一 个 是 


人 Ar / Aw. 
5 zean ) — 7) | 32.12) 
Canto) 7 (aa enm 
男 一 个 是 
AU r(n4-1) — PATE 
i ( Awen ) p (oe): 
Awy(n+1) — Awyr ‘ 
L ( Awyn ) i "d | (32.13) 
通过 直接 计算 ， 不 难 找到 6, bz 与 ôy AERE 
1 二 —1 Ti 
(n +r) -nJ^ 
| 0 1 
DET ain): (32.14) 
它们 有 同样 的 本 征 值 
01 = T7772, 62 = TIT3 = OF. (32.15) 
对 于 极限 平移 ， 即 准 周期 运动 
1 —1 Fo —2 < 
TT 二 ZT y—yctn., (32.16) 
可 以 定义 两 个 o 标 度 律 ， 它 们 是 
PT | m Fn — Fari’ — f'n-] 
- Cae 一 Fn-1 ) 7 (E = Fie (32.17) 


Ox ( 
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—1 
Fn Ti ^ 4 n--1 


-.] 4 \ 
Pha —F, LL 

一 了 一 一 上 
Fur U Pula FT 站 


a (fes 一 ， "i u ( Fon 一 n—2 ) 

—2 — 一 ` 
"A Fun - Fn- Frat = Pn-3/ — (324g) 
容易 证 明 ， a, ax Fa, 有 同样 的 本 征 值 


ai =T, Q2=T; =a}. (32.19) 


我 们 也 可 以 用 重 正 化 群 方法 求 得 次 临界 标 度 律 . 考虑 如 下 
的 三 频 问 题 


r’ = filz, y) = £ + Wg + gi(z. y), 


y = falz, y) = yt wy  ga(z, y). (32.20) 
gi 与 g2 是 z 与 y AY Fa] HA eK S. iE X. 
n — fie) 7 Pur 
f"(z,y) = (ots pou). (32.21) 


根据 映射 的 性 质 与 (32.2) 式 ， 可 得 
| f^ = fect gr? pe (32.22) 
a 标 度 律 意味 着 S 可 表 为 
f" 2a "g(o"z). (32.23) 


n> oœ Rj, g Bn EX. FF (32.23) NA (32.22), 可 得 9 HH 
FE 
g(x) = ag(ag(og(a “7))). (32.24) 


这 是 重 正 化 群 的 不 动 点 方程 ， 在 不 动 点 的 邻 域 可 定义 重 正 化 算 


Tf R: 
| | (CT 7] 
Rilvl— u (32.25) 
w ‘ Vv 
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(32.24) n[ 5 Jg g(x) = Rg(x). 在 不 动 点 (32.24) HAR, RNA 
性 化 算 符 为 


u L 
on(*)- (5). | (32.26) 


L =au(ag(ag(a -32)) + ag (ag(ag(o 32) )v(ag(a 2) 
+ o? g'(eg(og(o72)))g (ag(a ?z))w(a ?z). 
(32.27) 

在 次 临界 区 ，g(z) = a 十 x, a = (az, ay), 代入 (32.24) 得 a = 
(A37, Ag"). 设 线性 化 算 符 的 本 征 函 数 (u,v, w) 为 常数 ， 可 得 5 = 
Ma = (XXXiA3 ) 这 些 结果 与 直接 计算 结果 一 致 ， 对 其 他 
三 次 无 理 数 ， 可 作 类 似 的 讨论 . 

对 于 不同 的 二 维 环 面 映射 ， 在 次 临界 情况 ， 数 值 实验 证 实 
了 上 述 标 度 律 . 但 是 没有 找到 临界 标 度 现象 . SH. Kim 5 S. 
Ostlund 研究 了 如 下 映射 470 


k 
fi rco, —sin(27y), 
4n 
| k 
fe =y +wy + - sin(272). (32.28) 


ERE k= 1 时 变 为 不 可 逆 的 ， 但是， 正如 在 保守 映射 中 那样 ， 

二 维 映 射 在 可 逆 情 况 也 可 能 出 现 临界 现象 . 数值 实验 表明 ， 对 
于 数列 (32.2) 与 转 矢 (FF (Fn-1 + Fr-2)/Fn), 临界 点 ke 在 
k — 12. Fh, 0.96 < ke « 0.97. Æ k = 0.97 时 ， 选 (wy, wy) 使 
z= y= 07 fa xE 8] B8 27, 对 (x v) 的 单位 相 空 间 中 100 x 100 
格 点 作 149 次 迭代 ， 得 到 图 32-2. 图 中 黑 点 为 149 周期 轨道 ， 同 
时 标 出 了 原点 的 喘 象 与 前 象 . 图 形 显示 ， 对 于 149 次 映射 ， 其 
雅 可 比 行列 式 出 现 奇异 性 . 据 此 ， 上 = 0.97 WRA ke ER. 

在 上 述 区 域内 没有 找到 6 或 a 标 度 律 . 为 了 克服 寻找 临界 点 的 
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困难 ， [48] 对 不 耦合 的 两 个 圆 映射 作 
了 研究 . 数值 实验 表明 , 这 时 也 不 存在 
临界 标 度 律 ， 原 因 是 逼近 三 次 无 理 数 
的 有 理 序 列 的 分 子 与 分 母 不 总 是 不 可 
约 的 . 对 于 是 否 存在 临界 标 度 律 与 为 
什么 找 不 到 奖 界 标 度 律 ， 还 有 其 他 不 
同 的 说 法 ， 它 们 都 不 能 算 作 是 定论 ， -上 0.5 
READE T. 图 32-2 


$33 准 周期 强迫 圆 映 身 


多 频 问 题 由 于 其 复杂 性 ， 至 今 ， 我 们 对 它 还 只 有 概貌 性 的 
认识 . 环 面 映 射 中 的 一 个 最 简单 的 非 平庸 情况 ， 是 当 (32.20) 中 
fo 为 平移 县 对 A 起 强迫 作用 的 特例 ， 即 准 周 期 强迫 圆 映 射 


k . 
Znqi = En + Wz + on sin(272,,) + €sin(27y,,), 


Yn+1 = Un + Wy. (33.1) 


它 因 会 产生 非 混沌 的 奇怪 吸引 子 而 引起 众多 的 注意 . 因而 对 它 
的 研究 也 比较 深入 . 在 这 里 ， 我 们 把 它 作为 三 频 问 题 的 一 个 特 
例 来 讨论 ， 且 仅 限 于 w, =w = (v5 一 1)/2 的 情况 . 

(33.1) 3X, y 分 量 的 李 雅 普 诺 夫 指数 总 是 0, 转 数 总 是 wy A 
JE], RA r 分 量 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 和 与 转 数 p 是 有 意义 的 . X 
于 转 数 的 三 频 共 振 lui + mw + nws —0 和 条件， 可 以 写 为 锁 频 关 
系 式 
w. (33.2) 
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根据 入 与 p, 可 以 将 吸引 子 进行 分 类 ， 如 表 33.1 所 不 


X 33.1 


_ 李 和 雅 普 诺 夫 指 效 | 转 数 | 级 引子 类 型 
和 二 0 PĒ + 4y 三 频 准 周期 


图 33-1 给 出 了 各 种 类 型 吸引 子 的 相 空 间 分 布 及 频谱 9. 在 
AP, AARTE 4 x 107 到 2 x 10° ZE, REFERS 
夫 指 数 的 收敛 情况 . 健 里 叶 谱 用 快速 健 里 叶 分 析 求 得 ， 长 度 为 
215. 满足 —0.5 x 104 < à < 0.5 x 10* HAAA 入 =0, 否则 为 
大 于 或 小 于 0. 图 33-1() 给 出 了 一 个 典型 的 三 频 准 周期 轨道 ， 
蕊 充满 整个 相 空 间 ， 密 度 分 布 是 光滑 的 ， 图 33-10) 是 其 频谱 . 
图 33-1(ü)), (iv) 给 出 (pq, r) = (5, 1,1) 二 频 准 周期 ， 频 谱 是 
ie. Fl 33-1()(vi) 给 岂非 混沌 奇怪 吸引 子 ， 这 时 ， 我 们 仍 可 
认为 z Æ y 的 函数 z= F(y), 但 Ff 是 多 值 的 且 处 处 不 连续 ， 可 
以 如 下 检验 这 一 关系 : 

在 一 给 定 y 值 处 选 大 量 不 同 z 值 的 点 ， 作 大 数值 NY 的 
迭代 ， 最 后 ， 所 有 点 都 吸引 到 O 上 (i = 1.2,.…,P), PREF 

DONNER p 与 1 与 w 的 关系 是 无 理 的 ， zx = Fly) 不 连 

ONN y o, Pll Fly) 处 处 不 连续 . 

图 33-1(vii)(viii) 给 出 了 混沌 吸引 子 的 相 空 间 分 布 及 其 频谱 . 

天 于 参数 空间 的 相 结 构 ， 可 以 预期 ， 当 = 小 时 保留 了 = =0 

时 相 结 构 的 概貌 .图 33-20) 给 出 了 e = 0.6/2z 时 由 (33.1) 得 到 
AS (w.k) 平面 上 的 相 结 构 . 作为 对 比 ， 图 33-2(i 给 出 了 = =0 
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时 (o. k) 平面 上 的 相 图 .图 33-26) 可 分 为 三 个 区 域 ， 在 区 域 1 
中 ， 影 线 区 的 李 雅 普 诺 夫 指数 小 于 0, 为 二 频 准 周期 区 ， 空 日 区 
MERER a ATS F 0, 为 三 频 准 周期 区 ， 这 个 区 域 的 结构 


—0.475, k==0.61, 2x&- 1.2 w,=20.475. k=., 51. 2re=1}.2 
p^ <- -一 0—- 
x 
o x | | | NN | 
SU maxS, 2 | 
LM | 
" `] I I 
0. 004— —5 DNUS ‘ | 
QO. O0 3. 14 0.0 0,1] 0.20, 30.4 0. 
Ci) i Giy KM 
w, = 0, 38, k=1. 0, 2xe=0.6 w= 0, 38, k=]. 0. 2re=0. 6 


6. 28 
X BN 
Se | 


logio— a XSk — > 
3. l4 
— 3 
-4 
0, OQ -5 
D. OD |03.H 6n. 28 U G1] 0.2 0.30.4 0.5 
Gii) Qv) K/M 
W; =0. 216, k=1. 0, 2re=0.6 te. =O, 216. kR=1.0, 2me=0, 6 


od peg e 

T "AT AS PEZ 
4 *- lod "u le ie 
ch ge AGTH a SETA: 

: d: YE E n 
H Bii at Vi te aes D 

H + : P A 
2 NI ! ni 


Bul SEL : pH 小 
VE hk ROO SR S 
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=F 0. 3. b]. 3. ore =O, 5 
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图 33-1 Cviii) A’ 
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一 1 


与 加 映射 相似 ， 区 域 2 在 两 条 临界 线 之 间 ， 李 雅 普 诺 夫 指 数 小 
T. 7) SUE ATAPI VFB STS. 在 区 域 3, 影 线 区 为 
二 频 准 周期 ， 空 白 区 为 混沌 吸引 子 ， 后 者 的 李 雅 普 诺 夫 指数 大 
于 0. 图 33-2 表明 由 三 频 准 周期 到 非 混 沌 奇怪 吸引 子 到 混沌 的 
过 渡 经 过 两 条 临界 线 . 这 两 条 临界 线 在 大 = 1 的 上 下 . 在 上 =1 
Xb, BRAY (33.1) BARA we. 在 临界 线 之 下 ， 图 33-2(i) 的 结 
构 比 图 33-2(0) Mae, AAA e =O A p= + ow [EET 
KW. 后 者 当 P 、7 给 定时 ， q 仍 可 取 不 同 的 值 . 


). 04- 一- , 046 
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.10.2 0.3 0.4 0.5 
CO CU 


图 33-2 


可 以 采用 与 84 相同 的 方法 
来 确定 二 频 准 周期 (33.2) 的 阿 
诺尔 德 碧 头 的 边界 . 由 于 该 方法 
只 适用 于 周期 轨道 , 对 准 周 期 要 
采用 与 对 应 连 分 式 相 应 的 周期 
TUB RIA. 如 o 的 有 
理 近似 为 m; /n;, 则 取 互 质 的 P; 


SQ, g= PIT PM 用 $4 IOR IERTE NH k 002098. 
Yn 有限 时， 所 得 边界 与 y DUCES, E n > 00 MESS y 
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EP eer Lr Mi a at me rome mn mans mem S mem es o 


的 初 值 无 关 ， 图 33-3 就 是 用 这 样 办 法 定 出 的 © = 0.6/2 情况 的 
头 几 个 阿 诺 尔 德 舌头 0901. 

在 阿 库尔德 舌头 边界 处 发 生 鞍 节 分 岔 PY, 产生 或 者 消失 一 
对 不 变 曲 线 ， 其 中 一 条 是 稳定 的 ， 另 一 条 是 不 稳定 的 . 图 33- 
4((ii 给 出 了 se = 1.0, k 20.2 时 经 过 p = 0 舌头 边界 发 生 的 情 
况 ， 在 边界 处 两 条 不 变 曲 线 处 处 重合 ， 边 界外 发 生 三 频 准 周期 
现象 ， 轨 道 布 满 整 个 相 空 间 ， 但 在 原来 不 变 曲 线 的 邻 域 具 有 高 
密度 . 对 于 较 大 的 < 值 ， 跨 越 锁 相 边 界 时 会 产生 非 混沌 奇怪 吸 
引子 .如 图 33-5(i)(Gi) 所 示 ， 在 转变 前 也 有 稳定 的 与 不 稳定 的 不 
变 曲 线 . 但 是 它们 是 起 皱 的 ， 因 此 只 在 可 数 的 稠密 点 集 互相 接 
触 ， 其 他 部 分 是 远离 的 ， 在 边界 外 转变 为 非 混沌 奇怪 吸引 子 . 


L. ur n" 
ES 


T TT TUE 


tp cr toe — 


BD BR Bal i 8 FB SK Yd SB HE J GG NOE: 
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化 . 图 33-6() 与 (i 分 别 给 出 了 p = 1/2 5j p = 1/2(1 — w) 
和 否 头 边界 随 e 的 变化 情况 ， p 1/2 的 舌头 在 非 强迫 系统 ==0 
中 本 已 存在 ， 它 随 = 的 增 大 而 迅速 缩小 ， 且 形状 也 发 生变 化 . 
对 于 小 的 e, 它 的 宽度 随 人 单调 增加 ， 对 大 的 =. ERM k 始 时 增 
加 ， 以 后 则 减 小 ， 变 成 叶子 形 的 . 所 有 p = p 信 转 数 的 知 头 都 具 
有 这 种 特征 ， 且 较 高 的 周期 对 较 小 的 e 就 发 生 这 种 变化 、 以 禾 
在 计算 精度 内 很 难 发 现 它们 的 存在 . 对 p= 1/20 —2) dr X, dd 
况 是 类 似 的 ， 但 = = 0 时 它 收缩 为 0. Bü < 的 增加 ， 出 现 宽度 随 
k 单调 增加 的 舌头 . 而 随 e 的 继续 增加 , 它 也 变 成 叶子 形 的 . 此 
外 ， 它 弯曲 的 方向 也 随 e 变化 ，= = 0.1 与 02 Hj, Bü k 的 增 大 
它 弯 向 wx 大 的 方向 . 而 e = 0.5 5 1.08, Bü k (CA, TES IA 
wz 小 的 方向 因此， 不 同 转 数 的 舌头 其 行为 细节 是 不 同 的 .但 
对 所 有 p= 十 2w 舌头 都 有 如 下 共同 的 特征 ，@ < = 0 时 其 宽 
度 为 0; @ 对 小 的 e, 锁 相 区 有 舌头 形状 ， 宽 度 随 大 单调 增加 ; © 
AP BCA RY e, 锁 相 区 有 叶子 的 形状 ， 因 此 对 大 的 上 其 宽度 很 小 . 


— 


A I UPC XOE AR 5S dE P ay PER S| I KAR, RIA 
Te HE VER EUR d X Eo. RRM, CH XU 
增 宽 时 ， 李 雅 普 诺 夫 指数 为 0, AU LAR ASIN, SHERPA IRE 
为 负 . 因此 再 头 变 罕 时 , 越过 边界 会 出 现 非 混沌 奇怪 吸引 子 . 至 
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FP NOR de EUR may D EVE, 0) ER EO IS op e. 

图 33-7() 与 (i 给 出 了 = = 1 时 (wek) 平面 上 的 相 结构 与 
f= 1,k=1 FARE. 图 33-7) 中 实 线 为 p= p/r 舌头 , HEE 
fi p 4 9g 0/1, 1/5, 1/4, 2/7, 1/3, 2/5, 1/2; 虚线 为 p = - n Tu 
TA. SAME RATE SRE, K 33-70) Bp R E E T1658 
了 绝 大 部 分 . FP r > 1 的 再 头 随 上 增加 迅速 收缩 E k= 12k 
EJIL? AF r=1 EA. 图 33-7() 中 锁 相 区 之 间 的 连 线 是 
临界 线 的 简化 表示 ， 在 这 条 线 之 下 有 三 频 准 周期 ， 在 它 之 上 则 
出 现 非 混沌 奇怪 吸引 子 . 这 条 临界 线 随 e 的 增加 移 向 较 小 的 大 
值 处 ， U. Fendel, C. Grebogi 5j E. Ott 推测 ， 在 这 条 线 上 锁 相 
区 是 稠 棠 的 ， 非 锁 相 区 的 测度 为 0. 


2.0 e 
Qa) ap 


934 非 混沌 奇怪 吸引 子 的 鉴别 与 实验 观测 


上 面 的 研究 引起 了 对 实际 系统 中 非 混 沌 奇怪 吸引 子 的 研究 
的 兴趣 ， 例如， 曾 对 准 周期 强迫 阻尼 单 摆 作 过 数值 与 模拟 研 
R B, 对 Ge 中 二 频 激 发 的 电子 - 空 穴 等 离子 体 不 稳定 性 作 过 
实验 研究 591. 用 二 频 准 周期 驱动 的 磁性 弹 条 观察 到 了 非 混 沌 奇 
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PERSO. 本 节 将 只 介绍 最 后 一 个 实验 ， 它 给 出 了 对 非 混沌 
奇怪 吸引 子 的 确定 的 鉴别 . 

实验 中 用 傅 里 时 谱 与 信息 维 这 两 个 特征 量 来 区 别 二 频 准 周 
期 、 三 频 准 周期 与 非 混沌 奇怪 吸引 子 ， 因 此 ， 在 介绍 实验 结果 
之 前 先 介 绍 一 下 这 两 个 特征 量 与 三 种 运动 形式 的 关系 5 

对 于 三 频 准 周期 运动 


p(t) = d(wit, wet, wt), (34.1) 


T 


其 中 6 是 三 个 宗 量 的 2r AMAR, WME in = n + to 采样 得 
pm, 则 bm 可 展 为 傅 里 叶 级 数 


Pn = y» exp [im 十 qua) ^n], (34.2) 
p,q 
其 M 长 度 的 离散 健 里 叶 变 换 为 
< pwi 十 qw3 k 
k = X Cpa ` exp [iaa (Pon — az): (34.3) 
Pd n=0 


CE x = [ e (mod 1) 处 有 峰值 ， 这 里 QJ). We 村 W3 
互 为 无 理 的 . 当 在 二 频 情 况 ws = lu, + mos, (34.3) 简化 为 


pk = » Ch » exp iom (p= 一 x. (34.4) 


它 在 iy = (p22) (mod) 处 有 峰值 ， $33 曾 提 到 ， 二 频 准 周期 
与 非 混沌 奇怪 吸引 子 的 相 空 间 轨 道 都 存在 确定 的 关系 z = FC), 
y 对 应 于 tn, 因此 非 混沌 奇怪 吸引 子 的 傅 里 叶 变换 也 有 与 (34.3) 
相同 的 形式 ， 它 们 之 间 的 不 同 处 是 对 应 二 频 准 周期 ， 己 是 光 
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滑 的 ， 当 四 一 oo 时 ， C, ~ exp(-vipi; 对 于 奇怪 吸引 子 ， 互 是 
奇异 的 , Meow 有 下 ~iz-azo20<3<1 则 |p| 一 co Hj, 
C, ~ |p|?. 为 了 得 到 谱 的 更 定量 的 特征 ， 定 义 谱 分 布 N(o) 为 强 
度 大 于 o 的 傅 里 时 分 量 的 数目 . 当 大 时 ， or 随 上 增加 而 减 
i, o= pk EXKI k HEF N(o). 因此 ， 对 于 二 频 准 周期 ， 


N (a) ^ log 5; (34.5) 
对 于 非 混沌 奇怪 吸引 子 ， 
N(o)j~oa, a t=1-8; (34.6) 


对 于 三 频 准 周期 ， 因 为 $ ROCHE, Coq ~ exp[—v(p? + ¢?)'/7], 
N(a) ~ k^, BrEUR 
142 
N(o) ~ (tog = ) | (34.7) 


信息 维 的 定义 是 
N(e) 


di = lim [re (1/e)], 其 中 I(e) = p? pilnp;. (34.8) 


p; 由 计算 覆盖 吸引 子 的 方 盒子 中 轨道 点 数 而 得 . 对 于 二 频 准 周 
W, d = 2; 对 于 三 频 准 周期 ，d; = 3. 混沌 吸引 子 至 少 有 一 个 
不 稳定 方向 ， 必 不 应 小 于 3. 因此 ， 如 果 d; 为 小 于 3 的 分 数 ， 
必 对 应 非 混沌 奇怪 吸引 子 . 如 果 采 用 卡 普 兰 - 约克 推测 ， 非 混 
沌 奇怪 吸引 子 的 d; = 2, 这 也 不 排除 分 形 结构 ， 因 为 容量 维 总 是 
大 于 信息 维 ， 对 于 时 间 序 列 重 构 相 空间 来 说 ， 前 面 的 维 数 都 应 
减 一 . 

位 性 弹 条 实验 装置 中 含有 一 因 重 力 而 弯曲 的 非 晶 磁 性 弹 条 ， 
这 种 非 晶 材料 的 杨 氏 模 量 在 小 的 外 磁场 中 显现 很 大 的 可 逆 变 化 . 
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ee ERA D. SEARS I ROA tn 0) us BE 
曲 状态 ， 然 后 用 一 H = Hy cosa t+ Hacoswst HIE ELE I 2; Uk 
BE. 在 补偿 地 磁场 后 的 磁场 强度 为 0.50 ~ 0.90 REFF. TE 
条 底部 用 一 感应 器 测量 它 的 曲率 . 感应 器 条 出 的 V(e) 以 2n /wi 
采样 . 实验 中 取 Hi = 0.71 Oe, wi1/27 = 0.5 Hz, wz = vee Lo. 
Hy 作为 控制 参量 . 


图 34-1 给 出 了 


p 
N 2 H4 = 0.53Oe BY AY 
l 
k- - | | | | Va = V(tn) Xİ On = 
. .9 . . 0 


a,” (nwo) (modi) ff 
un ld. SIF oc 
曲线 ， 表 明 它 是 二 维 
iR fH 上 的 "E 
周期 运动 .图 34-2 给 
E T Ho. = 0.800e 时 
在 两 个 不 同 尺度 上 的 V 
(On, Vn) 图， 下面 将 论 

它 是 一 个 非 混沌 奇 ! | 
KREE. D 34-3 给 0 0.2 TEE 0. 8 v 
出 了 上 述 两 个 时 间 序 图 34-2 
列 傅 里 时 谱 . 图 314-30) 显示 的 是 二 频 准 周期 谱 ， 它 集中 在 离散 
的 频率 集 上 . 图 34-3(u) 则 显示 了 更 丰富 的 谐 波 结构 与 里 遍 的 基 
线 . Ri 344 给 出 了 这 两 个 谱 的 详 BB. 图 34-3() f iS X 
Nb N(o) ~ In > 图 34-301) B HEEL C o IN (0) ~ o, 最 好 的 
拟 合 得 a= 1.25 +0.05. 这 些 结果 与 理论 预期 的 - 致 . 用 最 大 为 
1000 x 1000 的 格子 数 去 计算 信息 维 ， 对 Im = < 5.5 部 分 用 最 小 


pæ þe E = DS 
a  * a4 mc ^» 9 
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一 乘法 拟 合 得 截面 上 信息 维 d; ee 1.3. 


Ci) = niin rf 
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图 34-4 


为 了 能 对 非 混 沌 奇怪 吸引 
子 有 一 更 具体 的 感觉 ， 研 究 了 
由 相 邻 两 点 (O V). (G9 Ve) o. 
出 发 的 两 条 轨道 的 垂直 距离 0.6 | 
bm = [Viam — Vienl Bü m 的 | 
变化 (注意 85m — 8j | 不 随 | | 
m 变化 ) 图 34.5 给 出 了 图 34 s P | | 


2 所 示 时 间 序 列 相对 应 的 56-m nn. 
图 ， 它 所 显示 的 特征 行为 是 : “0 100 200 300 400 


在 长 时 间 内 o, 具有 小 的 值 ， 34-5 
在 很 短 


的 时 间 内 增 至 大 的 值 ， 又 很 快 地 回 到 小 的 值 . 这 与 混沌 运动 中 
相 邻 点 的 指数 分 离 行 为 根本 不 同 . 这 种 行为 与 前 节 提 及 的 = 
F(0) 郴 数 的 处 处 不 连续 性 有 关 . 

最 后 要 提 到 ， 在 0.75 Oe < H, < 0.900e 区 间 内 都 观察 到 了 
与 图 34-2 相似 的 非 混沌 奇怪 吸引 子 ， 表 明 它 在 参数 空间 中 具有 
非 零 的 测度 . 


168 


H 


[2] 


i3] 


WeSC, «BRR ERT , BIB Tok H hR, 1992. 

D. Ruelle and F. Takens, On the nature of turbulence, Commun. 
Math. Phys., 20 (1971) 167—192. 

S. Newhouse, D. Ruelle and F. Takens, Occurrence of strange az- 
iom A attractors near quasiperiodic flows on T™, m > 3, Commun. 
Math. Phys., 64 (1978) 35-40. 

H. Poincare, Sur les courbes definies par des equations differetielles, 
J. Math. Pures et Appl. 4°™ serie, 1885, 1, 167~244, in: Oeuvres 
Completes, t.1 (Gauthier-Villars, Paris, 1951). 

A. Denjoy, Sur les courbes definies par des equations differetielles a 
la surface du tore. J. Math. Pures et Appl., 11 (1932) 333—375. 

I.P. Cornfeid, S.V. Fomin and Y.G. Sinai, Ergodic theory, (Berlin: 
Springer- Verlag, 1982). 

Hao Bai-lin, Elementary Symbolic Dynamics (World Scientific Pub- 
lishing Co. Pte. Ltd., 1989) 208-228. 

S. Kim and S. Ostlund, Universal scaling in circle maps, Physica D39 
(1989) 365-392. | 

M.H. Jensen, P. Bak and T. Bohr, Transition to chaos by interaction 
of resonances in dissipative systems. I. Cirde maps, Phys. Rev., A30 
(1984) 1960-1969. 

P.L. Boyland, Bifurcations of circle maps: Arnol'd tongues, bista- 
bility and rotation intervals, Commun. Math. Phys., 106 (1986) 
353-381. 

R.S. Mackay and C. Tresser, Transition to topological chaos for circle 
maps, Physica 19D (1986) 206-237. 


郑 伟 谋 ， 郝 柏林 ，《 实 用 符号 动力 学 》， 上 海 科 技 教育 出 版 社 ，1994. 
张 忠 建 ， 陈 式 刚 ， 圆 映 象 的 符号 动力 学 ， 物 理学 报 ， 38 (1989) 1-8. 


S. Fraser and R. Kapral, Universal vector scaling in one dimensional 
maps, Phys.Rev., A30 (1984) 1017-1025. 


169 


[15] J.D. Farmer and II. Satija, Renormalization of the quasiperiodic 
transition to chaos for arbitrary winding number, Phys.Rev., A31(1985) 
3520-3522. 

[16] S.J. Shenker, Scaling behaviour in a map of a circle onto itself: em- 
pirical results, Physica, 5D (1982) 405-411. 

[17] P. Alstrom, B. Christiansen, P. Hyldgaard, M.T. Levinsen and R. 
Rasmussen, Scaling raletions at the critical line and the period- 
doubling route for the sine map and the driven damped pendulum, 
Phys.Rev., A34 (1986) 2220-2233. 

[18] H.G.E. Hentshel and I. Procaccia, The infinite number of gener- 
alizaed dimensions of fratals and strange attracttors, Physica, 8D 
(1983) 435-444. 

[19] T.C. Halsey, M.H. Jensen, L.P. Kadanoff, I. Procaccia and B.L. 
Shraiman, Fracta! measures and their singularities: the character- 
ization of strange sets, Phys.Rev., A33 (1986) 1141-1152. 

[20] B.G. Levi, New globai fractal formalism describes paths to turbu- 
lence, Phys.Today, 39 (1986, April) 17-18. 

[21] M.J. Feigenbaum, L.P. Kadanoff and S.J. Shenker, Quasiperiodicity 
in dissipative systems: a renormalization group analysis, Physica, 
5D (1982) 370-386. 

[22] P. Astrom, Map dependence of the fractal dimension deduced froin 

iterations of circle maps, Commun.Math.Phys., 104 (1986) 581-589. 

P. Cvitanovic, M.H. Jensen, L.P. Kadanoff and I. Procaccia, Renor- 

malization, unstable manifolds, and the fractal structure of mode 

locking, Phys. Rev. Lett., 55 (1985) 343-346. 

[24] 王 光 瑞 ， 陈 式 刚 ， 超 临界 圆 映 象 的 混沌 测度 及 其 标 度 律 ， 物理 学 报 ， 
39 (1990) 1705-1713. 

[25] R.V. Jensen and E.R. Jessup, Statistical properties of the circle map, 
J.Stat.Phys., 43 (1986) 369-390. 

[26] T. Geisel and J. Nierwetberg, Onset of diffusion and universal scaling 
in chaotic systems, Phys. Rev. Lett., 48 (1982) 7-10. 

[27] T. Bohr and G. Gunaratne, Scaling for supercritical circle-maps: nu- 
merical investigation of the onset of bistability and period doubling, 
Phys. Lett., 113A (1985) 55-60. 

[28] K. Kaneko, Supercritical behaviour of disordered orbits of a circle 
map, Prog. Theor. Phys., 72 (1984) 1089-1103. 

[29] C. Chen, G. Gyorgyi and G. Schmit, Scaling in the circle map above 
criticality, Phys. Lett., 122A (1987) 89-94. 

[30] E.J. Ding, Scaling behavicur in supercritical sine circle map, Phys. 
Rev. Lett., 58 (1985) 1059-1061. 


[23 


ua — 


170 


[31] T. Bohr, P. Bak and M.H. Jensen, Transition to chaos by interaction 
of rcsonances in dissipative systems. 2. Josephson junctions, charge- 
density-waves and standard maps, Phys. Rev., 30A (1984) 1970- 
1981. 

[32] S.E. Brown, G. Mozurkewich and G. Gruner, Subharmonic Shapiro 
steps and devil’s-staircase behavior in driven charge-density-wave 
systems, Phys. Rev. Lett., 52 (1984) 2277-2280. 

{33} P. Alstrom, M.H. Jensen and M.T. Levinsen, Fractal structure of 
subharmonic steps in a Josephson junction: an analog computer 
calculation, Phys. lett, 103A (1984) 171-174. 

[34] J. Stavans, F. Heslot and A. Libchaber, Fixed winding number and 
the quasiperiodic route to chaos in a convective fluid, Phys. Rev, 
Lett., 55 (1985) 596-599. 

[35] O. Biham and Mukamel, Global universality in the Frenkel-Kontorava 
model, Phys. Rev., 39A (1985) 5326-5335. 

[36] 张 广 才 ， 可 激 媒 质 非 线性 动力 学 的 研究 (中 国 工 程 物理 研究 院 北京 
研究 生 部 ， 博 士 论 文 ， 1997). 

[37] H.X. Wang, R.D. Paola and W.I. Norwood, Dynamics underlying 
the patterning of cardiac dysrhythmias, Phys. Rev. lett., 70 (1993) 
3671-3674. . 

[38] G. Matsumoto, K. Aihara, Y. Hanyu, Takahashi, S. Yoshizawa and 

… J. Nagumo, Chaos and phase locking in normal squid axons, Phys. 
Lett., 123 (1987) 162-166. 

[39] K. Aihara, T. Takabe and M. Toyoda, Chaotic neural networks, 
Phys. Lett., 144A (1990) 333-340. 

[40] J.P. Keener, F.C. Hoppensteadt and J. Rinzel, Integrate-and-fire 
models of nerve membrane response to oscillatory input, SIAM J. 
Appi. Math., 41 (1981) 503-517. 

[41] A. Cumming and P.S. Linsay, Deviations from universality in the 
transition from quasiperiodicity to chaos, Phys. Rev. Lett., 59 
(1987) 1633-1636. 

[42] B. Christiansen, P. Alstrom and M.T. Levinsen, Routes to chaos 
and complete phase locking in modulatel relaxation oscillators, Phys. 
Rev., 42 (1990) 1891-1900. 

[43] S. Kim, R.S. Mackay and J. Guckenheimer, Resonance regions for 
families of torus maps, Nonlinearity, 2 (1989) 391-404. 

[44] C. Grebogi, E. Ott and J.A. Yorke, Attractors on an n-torus: quasiperi- 
odicity versus chaos, Physica, 15D (1985) 354-373. 

[45] A. Cumming and P.S. Linsay, Quasiperodicity and chaos in a system 
with three competing frequencies, Phys. Rev. Lett., 60 (1988) 2719- 
2722. 


171 


[46] 
[47] 


[48] 


B. Hu and J.M. Mao, Transitions to chaos in higher dimensions (4% ¥- 
B.L. Hao ed. Directions in chaos, Singapore,World Scientific, 1988) 

S.H. Kim and S. Ostlund, Renormalization of mappings of the two- 
torus, Phys. Rev. Lett., 55 (1985) 1165-1168. 

S.G. Chen and Y.Q. Wang, Cubic irrational number and critical 
scaling law for quasiperiodic motions, Phys. Lett.. 153 (1991) 113- 
116. 

M.Z. Ding, C.Grebogi and E.Ott, Evolution of attractors in quasiperi- 
odically force systems: From quasiperiodic to strange nonchaotic to 
chaos, Phys. Rev., 39A (1989) 2593-2598. 

P.R. Chastell, P.A. Glendinning and J. Stark, Locating bifurcations 
in quasiperiodically forced systems, Phys. Lett., 200A (1995) 17-26. 
U. Feudel, C. Grebogi and E. Ott, Phase-locking in quasiperiodically 
forced systems, Phys. Reports, 290 (1997) 11-25. 

F.J. Romeiras and E. Ott, Strange nonchaotic attractors of the 
damped pendulum with quasiperiodic forcing, Phys. Rev., A365 
(1987) 4404-4413. 

G.A. Held and C. Jeffries, Quasiperiodic transitions to chaos of in- 
stabilities in an electron-hole plasma excited by ac perturbations at 
one and at two frequoncies, Phys. Rev. Lett., 56 (1986) 1183-1186. 

W.L. Ditto, M.L. Spano, H.T. Savage, S.N. Rauseo, J. Heagy and 


. E. Ott, Experimental observation of a strange nonchaotic attractor, 


Phys. Rev. Lett., 65 (1990) 533-536. 

F.J. Romeiras, A. Bondeson, E. Ott, T.M. Antonsen Jr and C. Gre- 
bogi, Quasiperiodically forced dynamical systems with strange non- 
chaotic attractors, Phyica, 26D (1987) 277-294. 

P.C. Bressloff and J. Stark, Neuronal dynamics based on discontin- 
uous circle maps, Phys. Lett., A150 (1990) 187-195. 


172 


vmm mro EA ascen onm nean a c 


